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1. Déflnition des €MM»rdonnées eartésieniies. Ima* 
ginons trois droites XX', YY', ZZ', non situées dans un même 
plan, mais partant d'un certain point 0. 

Nous prendrons ces droites pour axes de coordonnées^ et 
nous choisirons les semi-droites OX, OY, OZ, pour représenter 
les directions positives de ces axes. 

Le point est V origine des coordonnées et les plans YOX, 
ZOY, XOZ, sont appelés |?tow« de coordonnées. Chacun d'eux, 
le plan YOX par exemple* sépare l'espace en deux régions ; 
la région positive, par rapport au plan YOX, est celle qui 
renferme la semi-droite OZ. 

Db L. Tome 111. ^ 
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Ces conventions étant faites, les coordonnées d'un point 
M sont bien déterminées, en grandeur et en signe ; c'est ce 
que nous allons montrer d'abord. 

Si, par le point M, on mène une droite parallèle à ZZ', 
jusqu'à ce qu'elle rencontre le plan XOY, le segment MC 
ainsi obtenu représente la valeur de la coordonnée z du 
point M ; cette valeur est positive ou négative suivant que le 
segment MG est placé dans la région positive ou négative 
du plan YOX. 

Dans' ces conditions, à un point M correspondent trois coor- 
données : 

bien déterminées. 

Réciproquement si Ton donne les trois nombres a;', ^',2;\ 
il leur correspond un 'point bien déterminé de position, dans 
l'espace. 
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Fig. 1. 

Prenons en effet OD=:a?'et par le point D, menons un plan 
DBMC parallèle au plan YOZ ; tout point de ce plan a une 
coordonnée a?, égale à d ; et, réciproquement, tout point de 
l'espace qui a une coordonnée x égale à x\ est situé dans 
ce plan. 

Nous pouvons conclure de cette remarque, appliquée 
successivement aux valeurs données x\ y\ z\ que le point 
M, obtenu par l'intersection du plan BCDM et des plans ana- 
logues ACEM, ABFM> est un point ayant pour coordonnées 
x^ ^ y' y z' ; de plus, il n'y a pas d'autre point jouissant de cette 
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propriété. La position du point qui correspond à des coor- 
données est donc toujours bien déterminée. 

Lorsque chacun des axes est perpendiculaire sur les deux 
autres, on dit que le système considéré est rectangulaire. 11 
est dit oblique dans les autres cas. Nous ferons pourtant 
observer que dans certaines questions, on peut envisager des 
systèmes mixtes^ et il y en a de deux espèces. 

Il peut arriver que YOX soit différent de - et que OZ soit 

perpendiculaire sur le plan YOX. C'est un premier exemple 
de système mixte. 

Le second exemple est fourni par des axes dans lesquels 
l'angle YOX est droit, tandis que OZ est oblique sur OX et 
sur OY. 

Il existe beaucoup d'autres moyens de représenter un point 
dans l'espace, mais le système que nous venons de définir, 
et Qui a été imaginé par DescarteSy est le seul dont nous 
ferons usage, dans ce cours. 

Pour différencier les trois coordonnées x^y^z, et pour 
donner au langage plus de clarté, nous conserverons aux 
lettres x^y la dénomination d'abaissé et d'ordonnée que 
nous leur avons appliquée dans la géométrie analytique 
plane ; nous désignerons par le mot cote la troisième coor- 
donnée J. 

^, OéAnition g;énérale des surfaces. La notion de la 
surface plane est une idée élémentaire et sur laquelle nous 
n'avons pas à revenir ici ; mais nous devons définir, avant 
d'aller plus loin, les autres surfaces. 

Nous appellerons surface la figure U engendrée par mie 
courbe plane V, mobile dans V espace, et dont le mouvement 
continu est tellement réglé que si l'on cherche les points com- 
muns à la figure U, et à un plan V qu'on peut supposer mo* 
bile, la section obtenue est une courbe bien déterminée. 

Par exemple, lorsque V est une ligne droite on obtient les 
surfaces réglées ; si la ligne droite passe constamment par 
un point fixe Sj son mouvement élànt réglé pat* la condi^ 
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tion que la droite mobile s*appuie constammenl sur une 
courbe fixe, on a les surfaces coniques; puis, comme cas 
particulier, les surfaces cylindriques^ en supposant le point S 
rejeté à Tinfini. 

3. Théorème. Lorsqu'un point M est mobile sur une sur- 
face y les coordonnées vérifient constamment une certaine 
relation F (x, y, z) zz o, qu'on appelle équation de la surface. 

Z! 
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Fig. 2. 

y En effet, soit U la surface proposée, considérons la section 
faite dans U par un plan P, parallèle à YOX, et de cote 
OC = A. La courbe qui est dans le plan P est bien déterminée ; 
elle se projette en vraie grandeur sur le plan XOY et, rap- 
portée aux axes OX,OY, a pour équation f{Xyy):=io. U faut 
donc qu'il existe entre x, y, et z, une certaine relation 

(0 ?[x,y,z) — o. 

Si réquation (i) ne renfermait pas la lettre Zy on aurait 
F s: f{Xy y). Dans ce cas, la surface est telle que tout plan 
parallèle à XOY la coupe suivant une courbe V égale à la 
courbe V ' qui, dans le plan XOY, correspond à l'équation 
f(x,y) = 0. En transportant V, parallèlement au plan YOX, 
à une cote quelconque, on réalise une génération de la 
surface considérée, génération qui prouve que cette surface 
appartient à l'espèce des surfaces cylindriques. 

La réciproque est vraie : si un point M a des coordonnées 
x,y,z, qui vérifient constamment la relation 

(i) F{x,y,z)zzo, 

le point M est mobile sur une surface. 
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En effet considérons la courbe V située dans le plan cor- 
respondant à réquation z-=.hy et qui, projetée sur le plan 
XOY, a pour équation 

(a) F {Xyy.h) = o. 

Cette courbe V est mobile, quand h varie ; ainsi, à toute 
solution de Téquation (i), correspond un point M qui appar- 
tient à une des courbes V ; et réciproquement. Le lieu des 
points M, points dont les coordonnées constituent une solu- 
tion de l'équation (i), est donc une surface. 

On remarquera que nous supposons, dans le raisonnement 
précédent, que la courbe V qui correspond à Féquation (a) 
représente une véritable courbe, au moins pour certaines 
valeurs de A, en nombre infini. 

41. Théorème. Si F {x^y^z) désigne une forme homogène 
par rapport atuc lettres x, y, Zy Véquation 

(i) F(a7,y,2) = o, 

représente une surface conique. 
Considérons les deux équations : 

(2) z-h, (3) F(a?,y,A) = o; 

la première représente un plan P, la seconde un cylindre C. 
Soit V la courbe commune à ces deux surfaces et soit M un 
point pris sur V ; les coordonnées (a?', y\ h) de ce point, véri- 
fient l'équation (1). Prenons maintenant sur la droite OM un 
point quelconque M' et soient {y\y\z") ses coordonnées. 
Nous avons 

0?'' - y" "" ^" "" ' 

et, par conséquent, 

F {tx\ ty\ tz") zz 0, 

ou> en observant que F est une forme homogène, 

[F {x\ y% z") = o. 
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Ainsi le point M' et, par suite, tous les points de OM sont 
situés sur la surface considérée. Celle-ci peut donc être con- 
sidérée comme une surface engendrée par le mouvement d'une 
droite, pivotant autour d'un point fixe, en s'appuyant, cons- 
tamment, sur une courbe V, donnée de position ; c'est une 
surface conique. 

&. Théorème. Dans une équation 

(0 F (a?, t/, 0) - o, 

si F désigne la forme entière la plus générale du degré m, 
le nombre X^ des termes est égal à 

(m-hi)(?n-^2)(m-h3 ) 

.» — — — , 

1.2.0 

Rendons l'équation (i) homogène, en remplaçant les lettres 

* ^ y z ^ 
Xf y y z, respectivement par -- , ^ , - , et posons 



rF(j,^,fj^<f(x,y,z,t). 



La forme <p est homogène, et du degré m, par rapport aux 
lettres x, y, z^ t ; un terme quelôon((ue de cette forme peut 
se réprésenter par 

et il y a autant de ces termes que l'on peut faire de combi- 
naisons à répétition avec quatre lettres groupées m km. 
Nous avons donc {Alg. § 27 et 28), 

et, par conséquent, 

Y — (^^^ -^ (^^^ -^ 2) (m 4- 3) 

A. — — ' — ■ — - . 

^ 1.2.3 
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B, En particulier, dans les surfaces du second ordre (*), 
le nombre des termes est égal à lo. 

Le nombre des conditions qui déterminent une surface de 
Tordre m est X^— i ; pour une quadrique il faut neuf con- 
ditions. On vérifie d'ailleurs directement ce résultat en obser- 
vant que réqualion la plus générale de ces surfaces peut 
s'écrire sous la forme 

(p^ désignant, comme d'habitude> une forme homogène du 

degré K par rapport aux lettres a?, y, z. Nous représenterons 
réqualion générale des quadriques par la notation suivante : 

9. Définition de la courbe jçauehe. Lorsqu'un point 
M, mobile, se trouve constamment situé sur deux surfaces 
fixes U et V ; si, dans ses positions successives, il ne reste 
pas toujours dans le même plan, on dit que le lieu décrit par 
ce point est une courbe gauche. 

En désignant par or, y, 2:, les coordonnées de M, ces quantités 
variables vérifient constamment les équations des surfaces 
U et V : 

et nous dirons que ces équations sont celles de la courbe 
gauche. 

Les courbes planes que nous connaissons déjà peuvent 
être considérées comme formant un cas particulier des cour- 
bes gauches ; il suffit de supposer que les coordonnées {x,y,z) 
vérifient constamment, outre l'équation ^ := 0, une équation 
du premier degré en a?, y, z^ équation à laquelle, comme 
nous le verrons bientôt, correspond un plan. 



1 . Nous dirons aussi les quadriques, par abréviation. 
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8. Déflnition. Vordre (Tune courbe est, le nombre de 
points qui sont communs à celte courbe et à un plan quel- 
conque. Cette définition convient aux courbes planes pourvu 
que le plan choisi ne soit pas le plan même de la courbe. 

Nous verrons que Tordre d'une courbe (gauche ou plane) 
est, en général, égal à Tordre de sa projection sur un plan 
arbitrairement choisi ; nous dirons ici comment on détermine 
cette projection sur les plans de coordonnées. 

9. Principe. La projection d'une courbe F sur le plan XOY 
s'obtient en éliminant z entre les deitx équations de la courbe. 

Soit M un point quelconque de F et soient a?/ y\ z' ses 
coordonnées ; ces valeurs constituent une solulion des équa- 
tions de r 

f,(x,y,z)zzo, f^{x,y,z)z=o. 
Les deu^ équations 

admettent une solution commune {zznz'). 

Le résultant des formes f^ et /*,, la fonction R {x, y), s'an- 
nule donc par x::zx' et pzzy' ei nous pouvons poser 

R {x',y') zz o. 
Par conséquent, le cylindre qui correspond à Téqualion 

R(a:,y)rro, 

passe par F. 

Réciproquement, tout point commun à ce cylindre et à 
Tune des surfaces proposées est un point de F, mais il faut 
que 'K{x,y) représente bien le résultant des formes /; et /;. 

Nous établirons maintenant quelques formules qui sont 
fondamentales. 
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PREMIERES FORMULES 

tO. DistancN» d^ deux points. Supposons d'abord que 
Van des points donnés soit situé à Torigine et soient (xf,y\z') 
les coordonnées du second point M. Nous poserons, confor- 
mément à une notation adoptée, 

YOZnX, ZOXnix, XOY =: v. 




Fig. 3. 

Ayant (ait la construction qu'indique la figure, les droites 
MA, MB, MC étant parallèles, respectivement aux plans YOZ, 
ZOX, XOY, on a 



OM' r= OP* 4- 2'*— a^OP cos OPM, 



et, 



Op' ^za/^-h y'* — ^x'y' cos OAP =z x'* + V'* H" '^^'v' cos v, 



1 
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d'où Ton déduit 

Ôm' :zz a/' + y'* + z'' -h ax'j/' cos v — 23;' OP cos OPM. 

D*ailleurSy le théorème des projections appliqué à la ligne 
brisée OAP et à sa résultante OP, donne 

OP cos POZ zr x' cos [x 4- y' cos X ; 
on a donc, finalement, 

OM == ai* -Y y'* +2'" + ayV cos X 4- «s'a?' cos [i. + icdy* cos v. 

Si nous supposons maintenant que nous considérions deux 
points quelconques Mo (a?o» y©, ^s;») ; M, (a?,,y,,2j) ; la dr.oite 
Mo M, peut être considérée comme une diagonale d'un parai- 
lélipipède ayant pour côtés x^ — x^y y, — yo, ^1 ■— ^r©, et, en 
appliquant la formule précédente, nous avons 

WM^ = {X, — a?o)"-h (y,— yo)'+ (^, — 2o)* + 2 (y,— 2/0) (2:, — ^o) cos X 

4- 2 (2;, — 2:o)(a?i— a7o)cos[x4-2 (a?4 — a?o)(y, — y«) cos v. 

11 . Tolume du parallélipipède oblique. Soient (âg. 3) 
OA, OB, OC, les trois arêtes du parallélipipède considéré, et 
soit M le sommet opposé à 0. Projetons le point C en H, sur 
YOX, et nous avons, pour Texpression du volume cherché V 

V-OABP.CH. 
En posant 

OA — a, OB == 6, OC zr c, 
il vient 

Vizaôsinv \/c' — Ôh'. 

Abaissons du point H des perpendiculaires HK, HL, sur 
OX et sur OY ; le quadrilatère inscriptible OHKL donne 

0H=: — 
sin V 

et, par suite, 

TTTj* _ ÔL' + ÔK* — nOL.OKcos V 

Un — . 

sin* V 
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Nous avons d'ailleurs 

OKzzc cos iJL, OL r: c cos X, 
et la valeur de OH peut s'écrire sous la forme 



c* 



OH zz — --(cos'X4- cos* II. — 2 cos X cos [i. cos v). 
sin V 

L'expression de V devient alors 

V zz abc y/sin* v — cos'X — cos* p. -+- ^ cos X cos [l cos v, 
ou ' 

Yzzabc)/!',, 
en posant 

Aozz 1 — cos'^ — cos* [A — cos*v+2 cosXcosixcosv. 

1L9. OIsoassIon et CMileul de la ffonetloik A^. Cette 

fonction Ao des angles X, [x, v se rencontre dans plusieurs 
questions ; nous allons reconnaître que A» est toujours com- 
pris entre zéro et Tunilé. 
Nous avons d'abord (*) 

Ao=(i — cos* X) (i — cos* [x) — (cos*v -|-cos*(j!. cos* X — 2 cos X cos [L cos v), 

ou, 

Ao zz sin* X sin* jA — (cos X cos (j. — cos v)*. 

Cette égalité peut s'écrire encore 

^0 z: (sin X sin [j. -j- cos X cosia — cos v) (cos v — cos X cos \x + sin X sin t*), 

ou, 

A„:z: { cos (X — [x) — cos V } { cos v — cos (X -h [x) }> 



1 . Si Ton ne veut pas employer l'artifice de calcul qui suit, on prendra 
la méthode générale, qui n'est pas beaucoup plus longue, et qui consiste ' 
à décomposer la forme Ao en la considérant comme un trinôme du second 
degré, par rapport à cos >. 



12 

OU, enfin. 
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X + U.-I-V lA+v — X V 4-X — UL X-4-IJL — V 

ào zz 4cos — cos — î cos — ■ cos — ■ . 



2 



2 



Cette expression remarquable de Ao prouve que si, comme 
nous le supposons, les semi-droites OX, OY, OZ, forment un 
véritable trièdre, Ao est toujours positif. 

La valeur de Ao est, d'ailleurs, inférieure ou égale à Tu- 
nité, car l'on a : 



ou 



1 — Ao = cos"X H- cosV + cos"v — 2 cos X cos [x cos v, 



1 — Ao ir (cos X — cos (x cos v/ -h cos'ix sin* v -|- cos* v. 



et, par suite, 



1 — Aj,>>o. 



Remarque. On peut aussi observer que Ao est le dis- 
criminant de la forme quadratique 

x^-hy^-^z*-^ 2yz cos X -h 2zx cos tA+ 20^ cos v. 
On a donc 



Aoz: 



1 cos V cos {X 

cos V 1 cos X 

COSJX cosX i 



On obtient d'ailleurs, immédiatement, la valeur de Ao en 
considérant le tableau 

1 î 1 

cos X cos {x cos V 

COSX COS[X cosv 

et en retranchant, du produit des éléments écrits dans les 
lignes, celui des éléments placés dans les colonnes. 

Ajoutons enfin que si l'on représente symboliquement, 
comme on l'a quelquefois proposé, par sin (X, {x, v) la quan- 
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tité v^Ao, valeur comprise enlre zéro et Tunité, la formule qui 
donne le volume du parallélipipède peut s'écrire sous la 
forme 

V = a6c8in (X,iJi.,v). 

13. An^le de deux direettons. {Définition,) Imaginons 
deux droites dans respace A, A'; et considérons, sur chacune 
d'elles, la direction positive; si, par Torigioe, nous menons 
des semi-droites 01, OF, parallèles à ces directions, Tangle 
lOr, angle bien déterminé et défini comme nous Tavons dit 
dans la géométrie plane, est Tangle des deux directions posi- 
tives des droites considérées. 





z 

F / 


/' 

/ 


/' 

B 


/ 


/ 


f 




/ 




/o 


/ 


l> 



Fig. 4. 

La semi-droite 01 fait avec les semi-droites OX, OY, OZ, des 
angles que nous désignerons respectivement par a, S, y. Nous 
poserons aussi quelquefois, pour abréger récriture, 

cosaizA., cosôzzB, cosy^C 

et dans le cas où les axes de coordonnées sont rectangulaires, 
nous dirons que A, B, G, sont les cosinus directeurs de la 
direction 01. 

141. Théorème. La somme des carrés des cosinus direc- 
teurs est toujours égale à Vunité. 

Prenons sur 01 un point M et faisons la construction qu'in- 
dique la figure 4 ; nous avons 



(i) ODzzOMcosa, OE-OMcos6, OFriOMcosy; 
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et, par suite, 

ÔD -f- ÔE -+- Ôf' = ÔM' (cos' a H- cos' 6 H- cos' y)- 
Mais nous savons que 

(M zzÔD -hOE -hÔi^' , 
nous avons donc 

cos* a -h cos' 6 4- cos* Y — * • 

15. An^le de deuiL directions, {Formule.) Désignons 
par V Tangle lOr et projetons le contour brisé ODGM et la 
résultante OM sur 01', nous avons, 

(M cos V =: CD eus cf! + OE cos t' -+- OF cos y', 
ou, en tenant comple des formules (i), 
cos V — cos a cos a' + cos 6 cos 6' + cos y cos y' ~ AA' + BB' + CC. 



16. Perpendicuiarité de deux directions. La formulé 
que nous venons de trouver prouve que si les droites A, A', 
ont des directions rectangulaires, on a 

cos a cos a' -+- cos 6 cos 6' -f- cos y cos y' — ^, 

ou, dans la notation abrégée, 

AA'^-BB'-hCG'izo. 

Les paramètres A, B, G; A', B',G'; vérifient ausôi les éga- 
lités 

"+B''+G"-i. 



EXERCICES 



1 . Démontrer que^ en axes obliques^ les cosinus des angles a, 6, y définis 
plus haut (§ i3) vérifient la relation 



cos a cos 6 cos Y 



cosa 

cos 6 

cos Y 

1 



o. 



On projette le contour brisé formé par les coordonnées d'un point M 
et la résultante OM, sur cette droite et sur les axes de coordonnées. 

On obtient ainsi quatre équations linéaires et homogènes entre jp, y, z 
coordonnées de M et la longueur / de OM. 

1t, Les axes étant obliques, démontrer que l'angle V de deux directions est 
donné par la formule : 



COS a! cos 6' cos y' 



cos a 
cos 6 

cos Y 
o 



-f Ao cos V — o. 



3. Démontrer, en axes rectangulaires, les formules suivantes: 



sin* V = (BC — CB')' + (GA' — AC')' -f- (AB' — BA')', 
4 cos' - = (A -I- A')' H- (B + ti'Y + (G + C'/, 

2 

4 sin' ^ = (A - A')' + (B - B')' + (G - C')'. 
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IV. Le but de la transformation des coordonnées dans 
Tespace est le même que celui que nous avons indiqué dans 
la géométrie plane. Cette transformation est complexe; elle 
comprend : i^ un transport des axes, parallèlement à eux- 
mêmes; 2^ une rotation des axes transportés, autour de l'ori- 
gine nouvelle. 

En appelant [x, y, z) les coordonnées d'un point M, par 
rapport au système (0, xyz) ; et (X, Y, Z) les coordonnées de 
ce même point par rapport aux axes i.ouveaux (0',XYZ); 
ceux-ci étant parallèles aux anciens» on a 

(T) xizX-^a, y = Y-f.6, ^ziZ-+-y; 

a, 6, Y, désignant les coordonnées de la nouvelle origine par 
rapport aux anciens axes. 

Ces formules sont générales ; elles conviennent à toutes les 
situations respectives des deux systèmes et à toutes les posi- 
tions du point M. 

18. Rotations ûem axes autour de Torisine. Consi- 
dérons maintenant deux systèmes de même origine ; dési- 
gnons par A , B , C, les cosinus des angles que fait la 
semi-droite OX avec les semi-droites ox,oy,oz; et ainsi des 
autres. Soit M un point quelconque ; construisons les coor- 
données de ce point dans les deux systèmes et projetons 
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successivement les deux contours brisés OQPM, OSRM sur 
les axes ox^oy^oz. Nous obtenons ainsi les relations 

a: 4- y cos V -h 2 cos [A 1= AX -h A'Y + A' Z, 

(T') a;cosv4-y4-2COsX:r:BX-l-B'Y-+-B''Z, 

a; cos [JL -h y cos X + iî = ex + C'Y -f CZ. 

Le déterminant des inconnues x,y,z, est justement la 
fonction Ao que nous avons rencontrée déjà et qui, comme 
nous l'avons reconnu (§ 12), est toujours positive. Nous 
pouvons donc résoudre les équations précédentes par rap- 
port à Xyp, z; et, par suite, effectuer la transformation. 



2 



VA" 
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^o 



^R 



» 



AA'A" 



OC 



Fig. 5. 

1L9. IntroducÉion des paramétres directeurs. Si Ton 

considère une droite quelconque passant par Forigine et, 
sur cette droite, un point M situé à Tunité de distance ; les 
coordonnées de ce point s'appellent les paramètres directeurs 
de la semi-droite OM. 

Prenons sur OX un point H (OHzr 1) et soient a, 6, c ses 
coordonnées ; le contour brisé formé par a,b,Cy et la résul- 

De L. Tome HI. 2 



18 DEUXIÈME LEÇON 

tante OH étant projetée, successivement, sur les directions 
oxyoy^oz, nous avons 

A ir: rf -f- 6 cos V + c cos (x, 
B — a cos V -h 6 -+- c cos X, 
C z=. a cos |i. -h 6 cos X-\-c. 

En appliquant ce même principe aux points directeurs 
K, L, des directions OY, OZ, on obtient six relations ana- 
logues pour déterminer A', B', G' ; A.% B", C^ 

Les formules (T') deviennent alors : 

J? 4- y cos V H- 2 cos [J. — aX + a' Y H- a"Z 

-|-(6X-l-6'Y + 6''Z)cosv 

+ (cX + C'Y + c"Z) cos [X, 

xcos^-hy + z cos A — (aX + a' Y -h a"Z) cos v 

(bX-^b'Y-hb'Z) 

(cX -f- C'Y -h c''Z) cos X, 

a: cosfx-f-y cos X -4-2 =: (aX 4- a'Y + a"Z) cos [/. 

+ (6X + 6'Y + 6"Z) cos X 
+ (cX -+- C'Y + c"Z). 

Ces équations sont du premier degré en x,y,z; elles ad- 
mettent une solution unique, et la forme même qu'elles 
affectent met en évidence cette solution qui correspond aux 
formules (*) : 

x = a}i + a'Y + a"Z, 
(T'O y = bX-hb'Y + b"Zy 
= cX + c'Y + c'Z. 



z 



/SO. Relation entre les paramètres directeurs. Les 

quantités a,b,c, ne sont pas indépendantes et en écrivant 
que la distance OH est égale à l'unité, on a (§ 10), 

a'-\- b^~h c' -+- 'ibc cos X + aca cos [l + 2ab cos v zz 1 * 



i.Nous avous cuipruuté ce calcul à une note de M. Ch. Brissë {Nou- 
velles annales de mathématiqtles, 1882é — Troisième séries tome I, p* 207)» 
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^1. Cas des axes rectangulaires. Dans le cas où ron 
passe d*uu système rectangulaire à un second système^ éga- 
lement rectangulaire, les formules (T), ou les formules (T"), 
donnent : 

( a;=AX + A'YH-A"Z, 
(R) j y=BX+B'Y4-B''Z, 

f z r= ex + C'Y + C"Z. 

A ces relations, il faut ajouter les suivantes, qui expriment 
que les deux systèmes considérés sont rectangulaires, 

i A* + B* + C - 1, I AA' + BB' 4- CC = o, 

(a) ) A"-f-B" + C''=i, (P) j A'A''-4-B'B''+CC"z=o, 
/ A"*+ B''*4- C'zz 1 ; ( A"A + B "B -h C'C =: o. 

Les formules (a) expriment : la première, que la droite OX 
fait avec OxyOy, Oz, droites qui sont deux à deux rectangu- 
laires, des angles dont les cosinus sont A, B et C ; et, de 
de même, pour les deux autres. 

Les formules (6) expriment que les directions OX, OY, OZ 
sont deux à deux rectangulaires, dans un système d*axes 
(0. xyz) qui est lui-même rectangulaire. 

En remarquant, comme l'indique la figure précédente, que 
les cosinus des angles que font avec les droites (OX, OY, OZ) 
les directions (Oax,Oy , O2), sont respectivement A , A', A" ; 
B, B', B" ; C, G', C^' ; et en appliquant de nouveau les égalités 
(a) et (6) on a les relations : 

iA* + A'*-f- A"* = 1 , { AB -f- A'B' + A"B" := 

G* + G'*-|-G''*zii, ( GA + CA' -h G^'A" == o 

Les formules (a'}, (6') sont dépendantes des formules (a) et 
(ô) (*) ; le nombre des paramètres de la transformation est 



1. Voyez : Exerc* I, de cette leçon. 
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égala 9; mais, parmi ces paramètres, 3, seulement, sont 
indépendants et nous reviendrons tout à l'heure sur ce point 
en établissant les formules d'Euler. Les 9 paramètres en 
question doivent donc vérifier 6 relations ; ces relations sont 
précisément constituées par les formules (a) et (6), ou par 
les formules (a'), (6 '). 

SS^. Théorème. L'ordre d'une surface U, c'est-à-dire le 
nombre de points qui sont communs à\] et à une droite quel- 
conque de l'espace, est marqué par le degré m, de son éqita- 
tion. 

Soit : f{x,y,z)zzo, Téqualion de U, /"désignant une forme 
entière et du degré m. Considérons, dans l'espace une droite 
quelconque A et cherchons combien U et A onl de points 
communs. A cet effet, changeons d'axes de coordonnées et 
prenons A pour nouvel axe des X. Les formules de transfor- 
mation étant linéaires, la forme/", devient F(X, Y, Z); F dési- 
gnant une forme entière du degré m. 

Cette remarque étant faite, il y a autant de points communs 
à U et à A, que Téquation 

F(X,o,o) = o, 

a de racines. Or celte équation est du degré m, du moins en 
général, et quand A n'a pas, relativement à la surface, une 
direction singulière. 

On peut aussi remarquer que Tordre d'une surface est 
égal à celui d'une section plane de la surface, la direction du 
plan sécant étant quelconque ; Tordre d'une surface et celui 
d'une section plane sont deux nombres égaux, en général. 
Nous reviendrons tout à Theure sur ce point (§ 26). 

93. Formules d'Euler. Les formules d'Ëuler ont pour 
but d'effectuer la transformation d'un système d'axes rectan- 
gulaires à un second système également rectangulaire, sans 
faire usage de paramètres surabondants, comme le sont 
ceux que nous avons employés plus haut. 

Nous allons faire usage, dans l'établissement de ces for- 
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m 

mules, de la rotation des figures autour d'un axe, mais nous 
(levons définir d'abord le sens de cette rotation. 

Imaginons un corps tournant autour de Taxe OZ ; prenons 
sur le corps considéré un point A et coupons la figure par un 
plan YOX, passant par A, perpendiculairement à OZ. Un 
observateur placé sur le plan YOX, les pieds en G et la tête 
en Z, verra tourner la semi-droite OA : tantôt de sa droite 
vers sa gauche, tantôt, de sa gauche vers sa droite. On dit 
de cette dernière rotation qu'elle est directe; l'autre rotation 
est inverse. 

Les paramètres que nous allons introduire sont au nombre 
de trois ; nous les définirons d'abord. 

1° Soient (O.XYZ) l'ancien système, et (O.X'Y'Z') le nou- 
veau. Les deux plans XOY, X'OY' se coupent suivant une 
droite indéfinie A ; mais si nous imaginons que l'on fasse 
tourner OX, autour de OZ dans le sens direct, la semi-droite 
OX, dans ce mouvement, rencontre d'abord une moitié de A, 
c'est cette semi-droite que nous considérons uniquement et 
que nous avons représentée suivant OX,. L'angle ^y dont il 
a fallu faire tourner OX pour l'amener sur OX,, est un angle 
bien déterminé, compris entre o et tc ; c'est le premier para- 
mètre que nous voulions définir. 




Fig. 6. 



20 Faisons tourner hi semi-droite OX, de 90° autour de OZ, 
dans le sens direct, et soit OY^ sa nouvelle position. La 
droite OX4 est perpendiculaire à OZ parce qu'elle est dans le 
plan YOX ; elle est aussi perpendiculaire à OZ' puisqu'elle 
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est située dans le plan Y' OX' ; enfin elle est perpendiculaire 
sur OY,, d'après la construction même de cette dernière droite. 
Cette observation étant faite, nous allons considérer le plan 
(0. 71 ZY,) et, dans ce plan, nous allons effectuer une rotation 
de la figure ZOY4, dans le sens direct autour de OX, jusqu'à 
ce que la semi-droite OZ vienne coïncider avec la semi-droite 
OZ'. Nous exécutons ainsi une rotation dont nous désigne- 
rons l'amplitude par ô ; Tangle 6 peut varier de o à 2 x. Après 
cette rotation OY qui était perpendiculaire sur OZ vient 
occuper, dans le plan ZOZ', une position OY, ; on doit re- 
marquer que OYj, droite perpendiculaire sur OZ', est située 
dans le plan X' OY', et qu'elle est perpendiculaire sur OX, 
droite normale au plan ZOZ'. 

30 Enfin, faisons tourner le système YgOX^ autour de OZ' 
dans le sens direct, jusqu'à ce que OX, vienne coïncider avec 
OX'. Les deux angles YgOX,, Y'OX', sont droites; OYj vient 
donc, en même temps, se placer sur OY'. Nous désignerons 
pour 9, l'amplitude de cette dernière rotation ; elle peut 
varier de à ax. 

En résumé, on peut amener la superposition des deux sys- 
tèmes (O.XYZ) (O.X'Y'Z') par trois rotations successives 
dont le sens et l'amplitude' viennent d'être définis. Dans 
chacune de ces transformations une des coordonnées reste 
fixe, et on passe de l'une à l'autre par les formules que nous 
avons établies dans la géométrie plane (§ 4^). 

Les systèmes que nous devons considérer sont : 

i*» (O.XYZ), 2« (O.X,Y,Z), 30 (O.X,Y,Z'), 4** (O.X'Y'Z'); 

et l'on parvient du premier au dernier,^ en passant successi- 
vement par les deux systèmes intermédiaires. 

Nous allons maintenant considérer un certain point M, et 
nous désignerons ses coordonnées, dans ces différents sys- 
tèmes, respectivement, par : 

1" (a?,2/,2), 2<» (a?,,2/,,z), 3" (a7,,y.,0'j, 4° (a?',î/',2'). 



TRANSFORMATION DES COORDONNÉES 23 

Les formules rappelées donnent : 

xz:x^cos^--y^ sin^J^, Vt^yt cosB — s'sinô, a?, zix'cosç— y'sin^, 
y=a?,siin^-f-yiC0s4'; 2 — y, sin -j~ 2' cos 6 ; y, rrx'sinç+y'^^Sf. 

On en déduit, d'abord, 

yj :=: x' sîn f cos ô -f- y' (*os 9 cos — 5' sîn ; 

et, finalement, 

a:z:a/(cos9COStJ^--sm9sin^pcos6)--2/'(sinçcosij/-|-sin<^cos?cos6)-|-s'sin6sin<^, 
y-a/(sintpcos(p+sîn(pcosi^cos6)— y'(sîn?sin^— cosçcost|/cos6) — ^'sinôcos^J/, 
Z=a/sin9sîn6-f-y'cos©sin0-+ :î'(*osO. 

Telles sont les formules d'Euler qui permettent de passer, 
du système rectangulaire (O.XYZ) au système rectangulaire 
(O.X'Y'Z'), au moyen de trois paramètres indépendants 
?, 0, (]/. Nous disons que ces paramètres sont indépendants 
parceque Ton reconnaît facilement, par des considérations 
de géométrie élémentaire, qu'il faut trois conditions indé- 
pendantes pour fixer la position du trièdre (O.X'Y'Z'), rela- 
tivement au trièdre (O.XYZ). 

94. Section plane d une surface. La complication des 
formules d'Euler leur donne un intérêt plus théorique que 
pratique. Parmi les applications qu'elles comportent, on 
peut citer pourtant les recherches de l'équation de la courbe 
obtenue en coupant une surface par un plan. 

Nous ferons d'abord remarquer tout l'intérêt qui s'attache 
à cette question.. Supposons que Ton veuille couper une sur- 
face donnée U par un plan P de façon à obtenir une courbe F 
qui remplisse certaines conditions ; supposons, par exemple, 
qu'on demande que F soit un cercle, ou une hyperbole équi- 
latère, ou ime ellipse homothétique d'une ellipse donnée, 
etc. ; dans toutes ces questions, où la propriété imposée à la 
section n'est pas projective^ on a généralement besoin de 

connaître l'équation de F, par rapport à deux axes pris dans 
le plan P. 
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Si, dans les formules d'Euler, nous faisons z'zzo et si 
nous supposons que Tun prenne pour axes de la section OX, 
et OYj, si, en d'autres termes, nous supposons 9 =: o, ces for- 
mules donnent 

i xzzafcos^ — y'sin^ cos 6, 
(Ë') l y zzip'sin ij^ -h y'cos^J^cos 6, 
\ z zzy' sin6. 

D'après cela, Péquation de la surface considérée étant 

f {00, Vf z) = o> 

celle de la section faite, dans cette surface, par un plan 
passant par Torigine des coordonnées, est 

(1 ) f(x'cos ^—y' sin ^ cos 0, af sin ^ 4-2/' cos ^ cos6, y' sin 0) z:t 0. 

Dans cette égalité, x',y\ désignent les coordonnées cou- 
rantes d'un point de la section ; Taxe des x' est la trace du 
plan sécant sur le plan XOY ; les axes sont d'ailleurs rectan- 
gulaires et les paramètres ^ et 6 ont la signification que nous 
leur avons donnée plus haut. 

ft&m Etablissement direct des formules précédentes. 
Les formules d'Euler étant difficiles à retenir et leur démons- 
tration exigeant un certain effort, nous voulons montrer 
comment on peut trouver directement les formules (E'). 

Les notations du paragraphe précédent étant conservées, 
considérons un point M, dans le plan Y'OX', et sa projection 
P, sur YOX ; PQ étant perpendiculaire sur OX', la droite MQ 
est, elle aussi, perpendiculaire sur OX'. L'angle MQP est 
donc égal à 6, et nous avons 

MP = MQ sin 6, on zzz y' sin 6. 

Menons PR parallèlement à OY et considérons les deux 
contours brisés OQP, ORP, qui ont même résultante. Le 
théorème des projections donne 

OR zz OQ cos ^-^ PQ sin ^, PR zz OQ sin ^^ -h PQ cos à, 
et comme 

PQ = 2/' cos 0, 



r 
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nous avons donc 



X zn a?'cos ^ — y' sin tj; cos6, yzzod sin ^ + y' cosij^ cos 6. 

Les formules (E') se trouvent ainsi établies par une méthode 
directe qui, en raison de sa simplicité, est celle que Ton doit 
suivre dans la recherche de Téqualion d'une section plane. 



;^ 



tf 







-^9 



K 




'^4 



Ordinairement, le plan sécant est donné par son équation ; 
les paramètres 4' et ne sont donc pas connus immédiate- 
ment, mais nous montrerons, dans la leçon suivante, comment 
on les détermine. 

^Mk. Remarque. Parmi les applications de la* formule 
précédente on peut citer la suivante : 

Si f{Xyy^z) est du degré m, l'équation (i) du paragraphe 24 
esty en général, du degré m en x' et y' ; dans tous les cas, 
elle n'est pas d'un degré supérieur à m. Ainsi la section plane 
d*une surface d'ordre m est une courbe de l'ordre m, ou 
d'un degré inférieur. 

Nous établirons enfin, en terminant cette leçon, une pro- 
priété de la forme quadratique S, 

S s: jj* H- y* + 2* -h 2yz cos X + ^xz cos [i* -f- 2xy cos v, 
propriété que nous utiliserons dans la suite. 
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99. Théorème. Quand on passe du système Xj y y z, 
(X, [X, v) ; au système X, Y, Z, (X', [k, v') ; on a 

Ss X' -f- Y' + Z* -j- 2YZ cos X' H- 2ZXCOS \>/ -+- 2XY cos v' 

Nous pouvons supposer d'abord que les deux Bystèmes 
proposés ont la même origine, puisque le transport des axes, 
parallèlement à eux-mêmes, n'affecte pas les termes du second 
degré. 

Soit M le point dont les coordonnées sont représentées par 
x,yyZ; nous avons 

OM =: x" -h y' -h 2* -h nyz cosX+ ^zx cos ;jl + 2xy cos v. 

Effectuons maintenant la transformation, par les formules 
connues, [ (T"), § 19 1 nous obtenons 

m=<f (x,Y,z). 

Mais nous avons aussi 



__ — g 



OM =X'+Y»-f-Z' + 2YZcosX'4-2ZXcosîx'^-2XYcosv', 
et, par suite, 

ç(X,Y,Z) = X* + Y'-hZ'+2YZcosX'-f 2ZXcosix'-4-2XYcosv'. 

Celte relation ayant lieu, quels que soient X, Y, Z, on peut 
y remplacer le signe :=; par le signes:, et la proposition se 
trouve ainsi démontrée. 



EXERCICES 



i . On considère le tableau suivant : 



A 


B 


G 


A' 


B' 


C 


A" 


B" 


C 



dans lequel A,B,Ç; A', B', C; A^B", C"; désignent les cosinus des angles 
formés par trois droites rectangulaires avec trois axes également rectangu- 
laires. 
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Démontrer les propriétés suivantes : 

i« L<t somme des carrés des éléments d'une ligne verticale ou horizontale 
ext égale à Vunité. 

20 Le produit des éléments de deux lignes parallèles, multiplié» deux à 
deux, est nul. 

3° Le déterminant général est égal à ±^ ^ • 

4" Le quotient de chaque élément par le mineur correspondant est égal 
ai i« 

Dans les deux premières parties on suppose que les formules (a) et (6) 
sont connues, mais Ton propose de trouver, par un calcul direct, les for- 
mules (a') et {&), 

Pour ]a troisième propriété, on peut appliquer la règle de la multiplica- 
tion des déterminants (i4/^.,note C, § i5) au produit 



et l'on a 



ABC 


t 


A' B' C 


__ 


A" B" C" 





ABC 
A' B' G' 

A" B' G" 



X 



ABC 

A' B' C 
A* B» G' 



A« + B* 4- G', AA'-H BB' + GC' 
AA'+BB'+CG', A" +B'* +C", 
AA"+BB''+CG", A'A'+B'B-'-l-G'C'' 



AA" 

A'A" 

A'" 



BB' + CC" 
B'B'-f-G'C 
B"' +0" 



ou, 



ABC 


t 


A' B' C 


— - 


A" B' G" 





10 
t G 
1 






On démontre aussi cette propriété : soit par un calcul élémentaire, soit 
en appliquant une formule que nous donnons plus loin et qui donne le 
volume du tétraèdre en fonction des coordonnées des sommets. 

*. Déduire des formules d'Euler une infinité de solutions du problème 
suivant : 

Trouver un nombre entier don t le carré soit égal à une somme de trois 
carrés. 

En désignant par A , B , G les cosinus des angles que fait OX' avec les axes 
0X,OY,OZ, les formules d'Euler, comparées aux formules (R) (§21), 
donnent 



A 
B 
C 



cos 9 cos 4^ "T sin 9 sin ^ cos 0, 
sin ^ cos ç 4' sin ? cos ^ cos 6, 
sin ? sin 0. 
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Mais on peut poser 

La relation 
dooDe donc l'identité 

-+- j 2<'(i -0(1 + <"') + 2f(i -o (i - nf 

{4«''(n-<")r. 



Dans cette identité, t,t' ,V désignent des quantités arbitraires. En pre- 
nant pour ces quantités des nombres entiers, on obtiendra une infinité de 
solutions entières de l'équation indéterminée 

en posant : 

U = (i - <*) (i — t") (i — t'") — 4«' (i — «"•), 
V = a<' (i — <•) (i 4- r) + 2< (i — t'*) (i — t"'), 

w=4«''(i + 0; 

et, 

R=(i+n(»+o(»+o- 

S. Démontrer que si un cylindre admet une section elliptique, hyperbo- 
lique ou parabolique f toute autre section faite dans cette surface par un 
plan non parallèle aux génératrices du cylindre est aussi une ellipse, une 
hyperbole, ou une parabole. 

On prend d'abord l'axe OZ parallèle aux génératrices et le premier plan 
sécant pour plan XOY; puis, on effectue une transformation, le nouveau 
plan XO'Ï étant le second plan sécant. Les formes P*+Q% P* — Q*, ?• — Q 
se conservent et la proposition se trouve ainsi établie. 

Pour ce motif nous appellerons cylindre elliptique celui qui admet une 
ellipse pour Tune de ses sections planes^ et ainsi des autres. 

On remarquera, en particulier, que si une courbe dans l'espace est une 
parabole, sa projection sur un plan quelconque est aussi une parabole. 
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Les propositions générales qae nous venons d'élablir pour les cylindres 
elliptique, hyperbolique et parabolique, résultent aussi de considérations 
géométriques très simples relatives aux points à Tinfini. 

4. On considère deux cônes circulaires droits ayant des axes verticaux; 
démontrer que la projection de Vintersection de ces surfaces sur un plan 
perpendiculaire aux axes est un ovale de Descaries, 

On cherchera Téquation bipolaire de la projection. 
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ftH, Équation d*un segment de droite. {Premières for- 
mules^) Nous établirons d'abord des formules, tout à fait 
semblables à celles qui nous ont servi dans la géométrie 
plane, et qui permettent de calculer, en fonction d'un para- 
mètrie variable X, les coordonnées d'un point M (a?,y ,^,) mo- 
bile, sur un segment de droite MoMj, M» (Xp,Yo,Zo), M, 

Projetons les trois points Mo, M,, M, sur le plan XOY, et 
soient 1^*0,1^1.1 ,1*, ces projections. 

En désignant par X le rapport rr^—, et en remarquant que 

M Mo __ {XIJLn 







MM4 




[i.|i., 




nous avons 












(4\ 


X 


kH^^k 




V — 


t 



Xo -+- Xa?" 2/0 + Xy^ io + X/j 
Dans ces égalités nous supposons 

En projetant les poinls M, Mo, M, sur le plan XOZ, nou» 
trouvons de même 

(.2) ^ ^ ^ 



x^ + Xo?! Xïo 4" ^^^i '0 "+" '^U 
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Les formules (i) et (2) donnent, par comparaison, 
X y tï l ' 



(F) 



x^ 4- Xxi yo + >^y 1 z^ + ^2^ to -f- X^i 



En employant ces formules on doit se rappeler que [x de- 

signe le rapport — ^, rapport qui est pris avec le signe +» 

ou le signe — , suivant que M est placé sur le segment Mo M,, 
ou en dehors de ce segment. 

On peut aussi, si Ton préfère la notation homogène, écrire 
les formules (F) sous la forme : 

(p) ^ - y - ' - t 



axo-\-bx^ ayo + by^ azo-^bz^ at^-^bt^ 

D'après cette notation, on a 

MMo_^^ 
MM, "" a 

^9. Théorème» Lorsque les coordonnées (Tun point mo- 
bile M, vérifient constamment une équation linéaire^ le point 
M est toujours situé sur un plan P donné de position. 

Soit 

A^ + By + fo + D^ = o , 

l'équation proposée; les coefficients A,B,C ne peuvent pas 
être nuls simultanément et nous supposerons A ;zf 0. Une 
pareille égalité est vérifiée par une infinité de valeurs des 
variables ; puisque après avoir donné à y et à ^ des valeurs 
arbitraires, on peut obtenir pour x une valeur bien déter- 
minée. 
Considérons donc trois solutions particulières 

*^o>yo> -^o)*©/ »^i?2/o 2| >^i > '^tiVt^^tylt î 

et soient \ 

Mo, Ml, M,, 

les points correspondants 
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Par ces trois points on peut faire passer un plan P, bien 
déterminé, que nous ajlons considérer. 

Imaginons une quatrième solution x\ y\ z\ l'\ et soit M' le 
point qui admet ces coordonnées; montrons que M' est situé 
dans le plan P. 

En effet, nous avons par hypothèse 

Aic' H- Bî/' -f- Cz' + D«' =: , 

Ao-o + ^Vo'V C^o 4- D^o = o, 

Aa;, + By, 4- C^t -+D^ = o ^ 
Arr, + By\ -h C^, -^ D^. = o ; 



el, par suite, 










a;' y' 


z' 


t' 




X« Vo 


2. 


to 




^, Vi 


2| 


t, 




X, y. 


2, 


ti 



r: o. 



D'ailleurs, lorsqu'un déterminant est nul, on peut trouver 
des nombres (a, p, y, S) qui ne sont pas tous nuls et qui vé- 
rifient les >égalités 

«a/ -h PiCo -+- ïiP, +âa;, -o, 

ixz' H- ?>Zo -f- Y-^i -h 5-2, zz o, 

L'un, au moins, des paramètres a, P,y,S est différent de 
zéro ; supposons que ce soit a et remarquons que nous ne 
pouvons pas avoir. 



o 



ôno, Y=:o, Siro; 



car, dans cette hypothèse, on aurait (xt' :z o ; ce qui est im- 
possible, puisque t' =: i. Nous pouvons donc supposer a ;zî o, 
et P ;zf 0. 

Cette remarque étant faite, prenons sur M'Mi un point jx 
(X,Y,Z,T), telqueTonait 



(2) 



0^' -h Y^i ' ^y' -»" Wi «2' + Y2, a^' + Y^ ' 
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et sur Mo M, un point v (Ç, yj, Ç, v), dont les coordonnées sont 
calculées par les formules : 



(3) 



V 

^ 



ftro -+■ 5ic, Pyo + ^Vt ~ PiJo + 5-2^2 ~ &to + S/,' 
Les formules (i), (2), et (3), donnent, par comparaison, 

X_Y_Z_T. 

ou, puisque T i= t m: i , 

Ainsi les deux points considérés [a et v se confondent, et 
cette remarque prouve que M'Mj rencontre Mo M, ; en d'autres 
termes, les quatre points M'M©, M„M„ sont situés dans le 
même plan. 

30. Théorème. Lorsqu'un point est mobile dans un plan 
fixe P, ses coordonnées vérifient constamment une certaine 
équation linéaire. 

Prenons, dans le plan P, trois points fixes Mo, Mj, Mj et soit 
M' un point quelconque de ce plan. Les droites MoMj, M'M, 
se coupent en un point {a dont nous désignerons les coor- 
données par X,Y,Z,T. Ce point [x étant situé sur la droite 
MoM„ nous avons 

(0 ^ Y Z T 



la^ + hx^ lijo -h hy^ Iz^ -h hz^ li^ + ht^ ' 

D'autre part, ce même point [x appartenant au segment 
MM', nous avons aussi 

, , X Y Z T 

(2) 



px' -}- to, ~py' + ky^ ~pz' + kz^ ~pV -f- kt^ ' 

Les égalités (1) et (2) donnent, par comparaison, 

px' + hx^ _ py' -h hy, _ p:d -f- kz^ _ pt' + kt, 
IXo -h hx^ ~ lyo + hy^ ~ Iz^ -h hz^ ~ It^ + ht^' 

Db L. Tome IlL ^ 
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En désignant par m la valeur commune de ces rapports, 
nous avons donc : 



px - 

pz' - 
pV 

el, par conséquent. 



Imx^ -f- ^x^ 
Imyo -\- ky, 
ImZo -h kz^ 
■ Imto + kt^ 



mhx^ 
mhy., 
mhz^ 
mht., 



zz o 



zz o 



zz o 






X' 

y' 

z' 



Xq 

y» 

t. 



yx 






X, 

ma 

y, 

2. 



t, t, 



r—o. 



Ainsi, en considérant l'équation linéaire 



(P) 



X 

y 



2/o 



»^ â X.f 



t L 



2/i 



2/: 



^2 



O. 



on peut dire que les coordonnées d'un point quelconque du 
plan MoMjM, vérifient cette relation. 

31. Ordre d'une eourbe g^auehe. Supposons qu'une 
courbe F, située dans Tespace, corresponde aux équations 

(0 fp{^,y.2)zzo, f^(x,y,z)zzo, 

la première étant du degré p, et l'autre du degré q. Si l'on 

cherche Tintersection de F avec un plan quelconque P ayant 
pour équation 

(2) ax-hby-hcz-hdzzo, 

le nombre des solutions communes aux équations (1) est un 
nombre \x, égal ou inférieur k pq. C'est ce nombre que nous 
avons appelé Tordre de la courbe (§ 8). 

Projetons F sur un plan Q parallèlement à une droite A ; 
nous obtenons une courbe y dont le degré est égal, ou infé- 
rieur, à [;.. 



LA LIGNE DROITE ET LE PLAN 33 

En effet soit A' une droite prise dans le plan Q et coupant 
Y aux points a,, a^,... a ,. Si nous menons par ces points des 

parallèles à A» nous obtenons sur F des points correspondants 
A,, A„ ... A , et Ton peut considérer ceux-ci comme représen- 
tant les points communs à F et à un plan mené par A', paral- 
lèlement à A. Le nombre ix' est donc, en général, égal à (i« ; 
dans tous les cas il ne peut pas être supérieur à [x; et, à 
fortiori, supérieur à pq. Comme [x est généralement égal 
ïpQy on voit que Tordre d'une courbe est représenté, excep- 
tion faite de certains cas particuliers, par le produit des 
degrés des équations qui lui correspondent ; ce nombre est 
aussi, du moins en général, le degré de la projection de la 
courbe, sur un plan. 

39. Équatioa du plan passant par trois points. La 
formule (P) que nous venons de trouver représente, d'après 
le raisonnement même que nous avons fait pour y arriver, 
réquation du plan qui passe par les trois points Mo, M,, M,. 

33. Oiiférentes formes de l'équation du plan. D'après 
ce que nous venons de voir (§ 29), réquation la plus générale 
d'un plan est 

(P,) \x -H By 4- C2 + D - 0. 

Nous le désignerons aussi, dans la notation abrégée, par 

(P,) P = o, 

On emploie encore, pour l'équation du plan, deux autres 
formes que nous allons faire connaître. 

Lorsque les paramètres A, B, G, sont différents de zéro, 
réquation (PJ peut s'écrire 





X y z 

h— — 1 

D D D 




ABC 


et, en posant 





D D _ D 
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on a, pour réquation du plan la forme 

Enfin, considérons un plan et abaissons de Torigine 
une perpendiculaire OP, sur ce plan. Prenons dans le plan 
donné un point quelconque M et construisons la ligne brisée 
OABM formée par les coordonnées de M. 



7 




< 


y\ Ml y 


£\ 


A A > 


/ 


B 


A 






Fig. 7. 


En posant : 




OP A, POX 


a, POY 6, POZ Y, 



et en projetant, sur OP, le contour brisé PMBAO, nous avons 
(P4) X cos a -f- y cos 6-{'Z cos y = A 

C'est une quatrième forme de l'équation du plan. 

341. Plans parallèles. Pour que deux plans soient paral- 
lèles, il est nécessaire que les traces de ces plans sur deux 
plans sécants soient parallèles. D'ailleurs, cette condition 
est suffisante. 

Les équations des plans considérés étant 

Ax -VBy +Cz 4-D =0, 
A'x-hB'y -h C'z-hD' = 0; 

les traces de ces plans sur le plan XOY correspondent aux 
équations 

Ax i-By +D =0, 
A'x + B'y + D'=o; 
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on a donc 

A _B 
A' "" B'' 

On trouve, de même, 

A __G^ 

A'""e' 

En résumé, les conditions cherchées sont : 

A _B _C 
A''"B'"C'* 

35« Remarque. Dans la notation abrégée, si Ton désigne 
par P =: o, l'équation d'un plan, l'équation générale des 
plans parallèles est 

PzzX, 

X désignant un paramètre variable. 

Lorsque dans l'équation (F/) on suppose que A, B, G, sont 
des paramètres fixes, mais que D est, au contraire, un coef- 
ficient variable , tous les plans qui correspondent à ces équa- 
tions sont parallèles. La connaissance des coefficients A, B, C, 
fixe donc la direction du plan, et, pour ce motif, on peut les 
nommer les paramètres directeurs duplan. Le résultat trouvé 
au paragraphe précédent peut, en acceptant ce langage, s'é- 
noncer en disant : lorsque deux plans sont parallèles, les pa- 
ramètres directeurs ont des valeurs proportionnelles. 

36. Plan passant par un point fixe. Soient Xo^yo^Zoy 
les coordonnées du point fixe proposé ; l'équation du plan 
cherché étant 

Ao? + By + C;2?-+-D rr o, 

on a 

ArPo + Byo-+- C2:o -f- D =: o, 
et, par suite, 

A (a; — a?o) -h B (y — yo) + C (^ — z^) = o. 
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Dans cette équation, les paramètres directeurs sont arbi- 
traires. 

39. Plan passant par deux points fixes. Si dans Té- 
quation (P), trouvée plus haut (§ 28), on donne kx^,y^,z^, 
des valeurs arbitraires, le plan qui correspond à cette équa- 
tion passe toujours par les points Mo, M,. Ainsi, a,p,Y, dé- 
signant des paramètres arbitraires, le plan qui a pour équa- 
tion : 



(0 



X 


y 


z 


1 


Xo 


Vo 


Zo 


1 


X, 


Vi 


^1 


1 


a 


3 


Y 


1 



no, 



passe par la droite MoM^. Il se présente ici, comme dans 
d'autres questions analogues, un fait qui mérite d'être 
remarqué. 

L'équation générale d'un plan P passant par deux points 
Mo, M,, ne doit renfermer qu'wwparam^^re arbitraire , puisque, 
en faisant passer P par un troisième point M,, l'équation de 
ce plan doit être bien déterminée. Les paramètres variables 
«»P>y> sont donc surabondants; ils ne peuvent pas, comme 
on le vérifie sans peine, servir à faire exprimer à l'équation (1) 
deux ou, à fortioriy trois conditions indépendantes. 

On peut, d'après celte observation, prendre l'équation 



X 


y 


z 


1 


Xo 


yo 


Zo 


1 


X, 


yx 


^1 


1 


X 


X 


X 


1 



-=. 0, 



pour représenter (X étant variable) tous les plans qui pas- 
sent par la droite Mo M^. 

38. Équations delali^ne droite. Une droite peut tou- 
jours être considérée comme étant l'intersection de deux 
plans. 

Si l'on suppose qu'un point M soit mobile sur une droite 

A, intersection des plans P et Q, on peut donc dire que les 
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coordonnées de. M vérifient constamment deux équations 
linéaires. Nous représenterons, d'après cela, par 

les équations d'une droite. 

39. Forme rédaiÉe des équations d'ane droite. Si 

nous supposons AB' — BA';zf o, les équations précédentes 
étant résolues par rapport à a; et à y, peuvent s'écrire sous 
la forme : 

( x = az+p, 
^ ^ \ y=bz-hq. 

Ces équations sont souvent employées, à cause de leur 
simplicité, mais il convient d'observer qu'elles ne repré- 
sentent pas Véquation générale des droites de V espace^ puisque 
nous avons supposé que la quantité AB' — BA' n'était pas 
nulle. 

En cherchant les traces des plans P et Q sur le plan XOY 
la condition 

AB' — BA' ;zf o, 

reçoit une interprétation géométrique ; on voit ainsi que la 
droite A n'est pas, dans celte hypothèse, parallèle à XOY. 
Concluons donc que les équations réduites (R) représentent 
toutes les droites de l'espace, excepté celles qui sont parallèles 
au plan XOY. 

4LO. Équation d'an segment de droite. {Secondes for- 
mules,) Prenons sur une droite A un point fixe Mo (a?o,yo>2o)? 
et adoptons pour la direction positive de A celle de la semi- 
droite située dans la région de V espace qui, relativement au 
plan XOY, renferme la semi-droite OZ. 

Si A est parallèle au plan XOY, sa projection sur ce plan 
est une dioite A', qui, conformément à la convention faite 
dans la géométrie plane, a une direction positive que nous 
adopterons pour représenter celle de A. 
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Menons par l'origine une semi-droite OP parallèle à la 
direction positive de A et prenons sur cette parallèle, à partir 
du point 0, une longueur OP = i. Nous désignerons par 
a, P, Y) les coordonnées de F et nous dirons qu'ils repré- 
sentent les paramètres directeurs de la droite A. 




Ceci posé, ayant construit, comme l'indique la figure, les 
coordonnées des points M et F, si nous traçons, par le point 
Mo, une parallèle à OX, jusqu'à sa rencontre avec le plan 
MCD, les droites MS et FB peuvent être considérées comme 
élant les intersections de deux plans parallèles FAB, MCD, 
par deux aulres plans également parallèles FOB, M^MS. 
Ainsi, les droiles FB, MS, sont parallèles et les triangles 
semblables OFB, MoMS, donnent 



MoS MoM 



OB 



OP 
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OU 

X — 3?o p 

a 1 

p désignant la distance Mo M en grandeur et en signe; elle est 
comptée positivement lorsque le mobile qui va de Torigine 
Mo au point considéré M, parcourt ce segment dans le sens 
de la direction positive ; elle est prise négativement, dans le 
cas contraire. 

Ainsi les coordonnées {x,y, z) du point M sont données par 
les formules 

(F') a? = a?o + ap, y = yo-f-Pp, zznz^-^^ç. 

Ces relations prouvent que Ton peut représenter les équa- 
tions d'une droite par les formules suivantes 

tT%l\ *^ ^0^2/ ?/o Z Zq 

(K ) — — — . 

a Y , 

Ces formules sont analogues à celles qui ont été établies 
plus haut (§ 39), mais elles offrent l'avantage de représenter, 
avec une notation plus symétrique, les équations de toutes 
les droites de Tespace. 

Nous rappelons que les paramètres a, p, y? ne sont pas 
indépendants et qu'ils doivent vérifier la relation : 

a' + P' -h Y* H- 2pY cos X 4- aya cos |ji. 4- aaP cos v zz 0. 

41. Rencontre de deux droites. Deux droites A, A', 
dans l'espace, n'ont en général aucun point commun ; les 
coordonnées d'un point pris sur une droite devant vérifier deux 
équations, l'analyse prouve l'impossibilité que nous signa- 
lons ici, par ce fait algébrique, savoir ; que quatre équations à 
trois inconnues n'ont, en général, aucune solution commune. 

On peut donc chercher la condition que doivent vérifier les 
coefficients des équations de deux droites pour que celles-ci 
aient un point commun. 
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Si ron prend les équations de A et de A' sous la forme 
générale : 



/.viAo: -f-By -hCz 



\z+D—o, , ,|Ma;H-Ny-f.P^H-Q =0, 



la condition cherchée est 



— o. 



A B G D 

A' B' G' D' 

M N P Q 

M' N' F Q' 



En partant des équations réduites : 

^ ^ I y = bz + q; ^ } y-b'z+q'; 



on trouve 



(a^a')(q-^q-, = {b-b^)(p^p'). 



Enfin si Ton considère les équations : 



w 



(A') 



on en déduit 



x^Xq _ y — Po _ z — Zq _ 



iCo — a?, + ap — a'p' zz o, 



et, par suite, 



— o. 



yo— yi 6 ^' 

49, Parallélisme de deux droites. Lorsque deux 
droites sont parallèles, leurs projections sur deux plans 
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sécants sont des droites parallèles. Cette condition est néces- 
saire et suffisante. 

Lorsqu'on prend les équations de deux droites sous la 
forme réduite, les conditions de parallélisme sont donc 

azza'y bznô'. 

C'est pour exprimer que la direction d'une droite est bien 
déterminée quand on connaît les paramètres a et b, qu'on 
les a nommés coefficients angulaires de la droite. 

Lorsque les équations des droites ne sont pas données 
sous la forme réduite, on cherchera leurs projections sur 
deux plans de coordonnées et on exprimera que ces projec- 
tions sont, deux à deux, parallèles. 

413. Parallélisme d*aae droite et d'an plan. Lors- 
qu'on veut exprimer que la droite A qui correspond aux 
équations 

. ( A'x -h B'y + Cz -h D' r: o, 

est parallèle à un plan P dont Téquation est 

An? -I- By H- C^: -h D zi o , 

il suffit de vérifier que le point commun est rejeté à Tinfini. 
On a donc la condition suivante 

ABC 

(i) A' B' C =:o. 
A'' B"' C" 

Si tous les déterminants du troisième ordre du tableau 
rectangulaire 



(0 



A B 

A' B' 
A'' B'^ 



C 
C 

C^' 



D 



sont nuls, ou seulement Vvn de ceux qui renferment la 
quatrième colonne, on sait {Alg., § loa) que les équations 
proposées admettent une infinité de solutions communes. 
En se plaçant au point de vue géométrique, on peut dire 
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que A est une droite du plan P. Ainsi, lorsque Tégalité (i) 
est vérifiée ; si, de plus, un autre déterminant du troisième 
ordre du tableau (2) est nul, la droite considérée est située 
dans le plan donné. 

Lorsqu'on prend les équations réduites on trouve, pour la 
condition cherchée, 

Aa + Bô + Gzzo. 

Enfin, la droite est toute entière renfermée dans le plan, 
si Ton a, aussi, 

Ap + Bg + Dno. 

44. Intersectioa de trois plans. Cette question n'est, 
au fond, que celle qui se propose la résolution et la discus- 
sion des équations 

Kx +By +0:2 -hD izo, 
A'a;-f-B'y + C';2?-+-D'=o, 
k"x^ Wy^ G'z+ D" n o. 

Ce problème a été traité en algèbre, d'une façon complète 
et générale. Le lecteur rapprochera, sans peine, les résultats 
algébriques connus et la figure géométrique correspondante 
formée par les trois plans. 

45. Équations g^énéraies. Nous signalerons maintenant 
quelques équations générales souvent usitées. 

1® Plan passant par une droite A. Les équations de la droite 

A étant 

Pizo, Q = o, 
réquation générale des plans passant par A est 

aP4-60zzo. 

2*» Plan parallèle à une droite. En conservant les notations 

précédentes, l'équation générale des plans parallèles à A 
est 

aP-l-6Q-hY = o. 
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3° Droite passant par un point. En désignant par oTo, y©, ^o 
les coordonnées du point donné Mo, les équations d'une droite 
passant par Mo. sont, 

x — Xq _ y — j/o _ Z'-Zq 
a 6 Y ' 

On déduit de ce résultat que les équations d'une droite 
passant par deux points Mo {x^yVoyZ^), M^ {x^^y^^z^)^ sont 

X —Xq _ y ^yo _ z —zo 
Xo—x^ ■" yo— yt "" ^o— 2^ 

En désignant par t la valeur commune de ces rapports 
on a 

x = {i +t)Xo—tx^, y = (i-ht)yo — ty^, z=z(i'ht)Zo — tZt 

Ces formules sont analogues aux formules (F), mais elles 
sont moins commodes. 

Dans les résultats précédents, qui exigent quelques expli- 
cations trop faciles pour que nous croyions devoir y insister, 
ih P> ï) désignent, bien entendu, des paramètres arbitraires. 

46. Théorème. Lorsque les faces (Tun tétraèdre ont 
pour équation, respectivement, 

R-o, Siro, U — 0, V = o, 

tout plan de r espace peut être représenté par V égalité 

aR + PS + yU + aV =: o. 

La démonstration de celle propriété, et celle du théorème 
énoncé au paragraphe suivant, sont tout à fait semblables à 
celles que nous avons données, pour établir les équations 
analogues, dans la géométrie plane (§ 72 et 73). 

4'af. Théorème. Toute surface de Vordre m peut être 
représentée par V équation 

/'(R,S,U,V)=:o, 
f désignant une forme entière et homogène du degré m. 



46 TROISIÈME ET QUATRIÈME LEÇONS 



». Remarque. On peut interpréter géométriquement 
le résultat précédent en observant que les distances $ , r^ , Ç , t, 
d'un point M de l'espace aux quatre faces du tétraèdre con- 
sidéré sont, à une constante près, respectivement égales à 
R,S, U, et V. Ces nombres Ç , y; , Ç , t , sont appelés coordon- 
nées tMraédiques du point M, et le tétraèdre correspondant 
est dit le tétraèdre de référence. 

U résulte de ce qui précède que l'équation générale des 
surfaces de Tordre w, dans le sjfstème tétraédrique, est 

f désignant une forme entière, et homogène, du degré m. 

49. Oentre d<»s distances proportionnelles. Imagi- 
nons, dans l'espace, p points Ao, A,, ... A j-, et supposons 

qu'à chacun d'eux corresponde un nombre, ou coefficient 
particulier ; soient ao, a^, ... a^^i, ces coefficients. 

Sur A,Ao nous pouvons toujours trouver un point Pi, tel 
que Ton ait- 

I^i Ao ^1 

p, Aj «o 

Prenons maintenant sur P, Aj un point Pj, dont les distances 
aux points P, et A, vérifient la proportion 

P. P| a. . 



P, A3 ao + ai 




et ainsi de suite. Après [p — 1) constructions de ce genre. 
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nous trouverons un point P j que nous appellerons le 

centre des distances proportionnelles. Nous nous proposons de 
calculer ses coordonnées. 
Nous adopterons, à cet effet, les notations suivantes : 

Kixoy.Zo), P,(X.Y, Z.) 
A,(a:,y,0,), P.(X,Y.Z.) 

> • * • • 

A,^, (Vi Vi Vi> Vi( Vi Vt^i^-i)- 

Les formules (F') (§ 27), donnent 
X, _ Y, _ Z, _ T, _ i 



Ces mêmes formules donnent encore 
Xj 1 2 ^2 * 



K-fa,)X,-Ha.a;, («o-i-aJVi-ha.^, (aoH-«i)Z,-ha2^, ao-ha,4-a 
ou, en tenant compte des égalités précédentes, 

X. Y, _ Z, 1 



Eq poursuivant ces calculs on trouve, finalement, 

V _"**'^* Y -lîii z -£!i!s^'^ 

V.--s^' P-.- a«/ P-«- Sa, 

Dans ces formules h doit prendre toutes les valeurs : 
0,1,... (p— 1); d'ailleurs les nombres [«o , a, ^ ... «p-i sont 
quelconques, positifs ou négatifs. 



1. Ces formules s'appUquent à la géométrie plane, eu supposant 

So =5i = Zi ... = ^pi_\ =0; 

c'est pour éviter la répétition des mêmes calculs que nous avons placé ici 
cette question. 
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&0. Centre des moyennes distances. Dans le cas par- 
ticulier où les coefficients a sont tous égaux, le point que 
nous avons défini au paragraphe précédent prend le nom de 
centre des moyennes distances. Les coordonnées Ç j ^r^ ^ ,Ç , , 
de ce point se calculent par les formules 

VV V ^ 



EXERCICES 



1. Les axes étant obliques, démontrer que C angle V forrué par les droites 
A, A' qui correspondent, respectivement aux équations : 

(A) 2 = 1 + 5. (A') ï, = | = £; 

est donné par la fofmule 

COS V = i ; 

en posant : 

U =z a* 4- 6' -|- Y* + 267 cos X H- aya COS ^jl + ^aô cos v, 
U' zz: (x'* -+- 6'* -f- y'* h- 26V COS X 4- 2Y'a cos ^jl + 2a 6' cos v. 

On peut établir ce résultat très simplemeut en observant qu'eu prenaut 
sur A le point A [oL,6,y), et sur A' le point A^ (a', 6', yO» ^^ ^ 

IÂ'*= (JT + ÔÂ'* — 2OA OA' COS V. 

Les longueurs AA',OA|OA', s'expriment d'ailleurs par des formules 

connues. 
S. Établir la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique. 
Soit ABC le triangle sphérique proposé, et soit le centre de la sphère 

sur laquelle il est placé. Prenons OC pour axe Oz, pour origine, et AOC 

pour plan ZOX ; les axes étant d'ailleurs rectangulaires. 
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Les coordonnées de Â^ soat : 

sin6, o, cos6; 

et celles de B 



sin a cos C, sin a sin C, cos a. 



On a doue, 



Cos AOB = cos C — sin a sin 6 cos C + cos a cos b. 

8. Démontrer que Vanyle de deux droites dont les cosinus directeurs sont 
»> S> y; a', ê', y'; peut se calculer par les formules : 

sin* V = (6y' — Y^O* -+- (ï«' — «ï'/ + («S' — S*'/» 
4 siu* Y - (a - «r + (6 - er + (Y - y'A 

2 



4 cos' - = 1» + »'/ + (6 + 6')' + (V + yT . 



4. Si a, p, Y désignent les angles qu'une direction donnée à fait avec les 
axes obliques, on a : 



: COS a 
cos 6 
COS Y 



cos a cos 6 cos Y i 






En projetaut le contour des coordonnées d'un point de A» et la résul* 
tante l, sur les trois axes et sur A, on a : 



ic + y COS V 4- 2: cos [A =r / cos a, 
X cos V H- y 4- 2 cos ahz l cos 6 
a; cos [x -i- y cos X -f- ^ :z: / cos y, 
arcos a-f-ycos6 -\- z cos y = l 

Ces relations donnent la formule annoncée. On peut remarquer qu'en lus 
multipliant, respectivement, par x, y, z on retrouve la formule qui^ 
donne /•. 
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S. Démontrer que, en coordonnées obliques^ la formule qui donne l'angle 
de deux droites A, A', est : 



A, 



ces a 
cos6 
ces Y 

cosa' cos 6' ces y' » 



A« ces V zz 0. 



En projetant le contour xyz sur la seconde droite A, on a : 

iTCOsa H-y cos6'H-^cos y'=^cos V; 

et on obtient alors un déterminant dont la quatrième colonne a des élé- 
ments qui peuvent s'écrire sous la forme : 

COS a + «, COS 6 -j- o, COS Y 4- o, o + cos V. 

6 . Déterminer Vintersection des surfaces qui correspondent à Vune ou à 
Vautre des équations suivantes : 

(t) • i»'+2/»4-2' — 3a:yzn:i, 

(2) xyZ'^{X'^y){X'\'Z)(y + z)—i, 

par le plan qui a pour équation t 



x-hy-hzz^o. 
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DROITES ET PLANS PERPENDICULAIRES (•) 



51. Droite perpendiculaire A an plwfli. On sait que la 
condilion nécessaire et suffisante, pour qu^une droite A soit 
perpendiculaire à un plan P, est que les projections de A 
sur deux plans sécanls soient perpendiculaires aux traces de 
P, sur ces mêmes plans. 

Soient 

les équations de A, et soit 

(P) Aa; + By+C-3+D=o, 

celle du plan P. La projection de A sur XOY a pour équation 

(i) (A'C — G'A'O X + (B'C" — C'B") y -h D'C" — CD" — • o, 
et réquation 

(2) Aic + Bj/H-D^o, 

représente la trace de P sur ce même plan XOY. Les droites 
(1) et (2) étant rectangulaires, on a 

A B 



fnrr * 



B'C" — G'B* C'A" — A'C 



1. Dans cette leçon, et dans la suite, il sera sous-entendu que les axes 
de coordonnées sont rectangulaires. Quand il nous arrivera de nous écarter 
de cette convention, nous préviendrons de cette exception. 
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En appliquant ce raisonnement au plan YOZ, on trouve 

D _ G 

C'A" - A'C" "" A'B' — B'A'^ * 

» 

En résumé^ les conditions cherchées sont 

(A) A ^ » -^ ^ 

&9. Remarqve. Lorsque Ton prend les équations de la 
droite sous la forme réduite (R), les conditions précédentes 
deviennent 

a b 1 

&8« Problème. Abaisser d'un point Mo une perpendicu- 
laire sur un plan P. 

Les coordonnées de Mo étant iro,yo,^o, les équations géné- 
rales d'une droite A passant par ce point sont 

x — Xo __ y~yo _ z — Zq 

et A sera perpendiculaire au plan P qui a pour équation 

/LX + By + Cz + D=o, 
si Ton a 

A_B_C 
a 6 Y 

Les équations de la normale abaissée de M» sur P sont donc 

iiA\ X Xo y — yo z — Zq 

^^^ "-Â-— B-=-C— 

&4. Problème. Abaisser d'un point Mj (j?, ,y, yZ^) un plan 
P, perpendiculaire sur une droite A. 
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Soient (§ 38) 

a 6 Y 

les équations de A. Le plan P est représenté par Téquation 
A(a? — a?,) + B(y — y,)-|-C(2: — ^,) = o, 

avec les conditions 

A_B_C 
a 6 Y 

L'équation cherchée est donc, finalement, 

(i) oL{x — x,)-h&{y — y,) + y{z—z,)=o. 
Lorsque la droite A est donnée par les équations générales 

A'a? + BV-f-C'2+D'=o, 

on a 

« _ 3 _ ï . 



B'C — C'B" C'A' — A'C A'B' - b'A" ' 
et réquation (i) prend la forme 

D) (B'C''-C'BO(a;--a:,)-h(C'A''--A'C'')(y—yJ-l-(A'B''--B'A'')(z -20==o. 

55. Angeles cTone droite avec les axes. Considérons 
une droite A passant par l'origine et dont les équations sont 

-—? — ?. 

a 6 y 

1. On doit remarquer que cette forme réduite donnée aux équations 
d'une droite, renferme, comme cas particulier, l'autre forme réduite ; il 
suffit de supposer 

Jo=P, yo=gy -o=o; 

et, 
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Soient X, {a, v les angles que fait la direction positive de A 
avec les axes OX, OY, OZ ; nous avons 

(i) cos* X -h cos* \t. -h cos* V = I . 

Considérons le point directeur de A Les coordonnées de 
ce point sont cos X, cos ;/, cos v, et nous avons 

, , cos X cos u. cos V ^ 

(2) =z—^ — . 

Les formules (1) et (2) donnent, par combinaison, 



(E) cosXzrdr - y cos[jL^=i: cosv=z:ii 



Dans ces formules, les signes supérieurs et inférieurs se 
correspondent ; on prendra le signe -f-, si y est positif ; le 
signe — , dans le cas contraire. 

&G. Perpendicularité de deux droites. Si Ton repré- 
sente les droites proposées A, A', par les équations 

(A) ^-=1='., (d') -^-l-^,; 

a Y a 0- Y 

les directions positives de ces droites font, avec les axes de 
coordonnées, des angles X, {j., v; X',(jl',v' ; et Ton a (§ i6) 

cos X cos V -h cos [X cos \l' h- cos v cos v' z= 0. 

Les formules du paragraphe précédent donnent la relation 
cherchée : 

(F) aa' + 66'-Hïy-=o. 

Lorsque les équations des droites considérées sont données 
sous la forme réduite (R) la relation précédente s'écrit : 

(G) ûa'-hW-hi =0. 
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5*9. Annules d'un plan P^ aveo les plans de eoor- 
données. On peut supposer que le plan considéré passe 
parTorigine; soit 

A.'r+B//-fCji=o, 

son équation. La normale au plan T, menée par Torigine, a 
pour équation. 

X y z 

En appelant V,(x^v', les angles cherchés, les formules 
établies au paragraphe précédent donnent 

to^Kznzt. — . CQstx'rzdi . COSv'zr; 



Nous rappelons que, dans les égalités, les signes supérieurs 
et inférieurs se correspondent. 
58. Oéfinition du semi-plan positif on néi^alif. 

Si Ton veut préciser les angles X',îjl',v', il est nécessaire 
d'introduire ici la notion des semi-plans ; comme nouis avons 
introduit, en géométrie plane, dans une situation analogue, 
ridée des semi-droites. 

Lorsqu'un plan indéfini P coupe le plan XOY suivant une 
droite A, celle-ci partage P en deux régions auxquelles nous 
donnerons le nom de semi-plan. 

L'une de ces régions P' est située dans la même partie de 
l'espace que OZ, par rapport au plan XOY; nous l'appellerons 
le semi-plan positif; l'autre région P", constitue le semi- 
plan négatif. 

Cette convention étant faite, le semi-plan P' fait avec le 
semi-plan formé par la partie positive indéfinie de YOX et 
limitée à A, un angle dièdre bien déterminé, dont le cosinus 
a l'une ou l'autre des valeurs suivantes : 

C C 
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On peut alors se poser ici cette question : quelle est, parmi 
ces deux quantités, celle qui convient à Tangle bien déter- 
miné que nous venons de définir ? 

Pour mieux préciser, prenons un exemple numérique et 
considérons le plan P qui a pour équation 

' X -^ 2y -{- 2Z =z i ; 

Taxe de ce plan correspond aux équations 

X y z 

1 2 2 ' 

et la semi-normale positive fait avec OZ un angle bien dé- 

2 

terminé, angle aigu dont le cosinus est égal à - ; mais le 
semi-plan positif P' fait avec le semi-plan positif YY'X, un 

2 

angle obtus dont le cosinus est égal à — :-. 

•/ 

D'une façon générale on peut dire que le coefficient de z 
dans réquation d'un plan P étant supposé posilif, les nombres 
A,B, C, coefficients des termes eux, y y et z dans cette équa- 
tion, représentent les coordonnées d'un point M qui peut servir 
à déterminer la direction positive de Taxe du plan, laquelle 
est celle du mobile allant de Torigine au point M. Si M, point 
bien déterminé, d'après ce que nous venons de dire, se pro- 
jette sur le semi-pian positif YY'X, l'angle dièdre formé par 
le semi-plan posilif P avec YY'X est un angle obtus dont le 
cosinus est égal à 

• ; ^^ ; (C>o) 

Au contraire, si la projection de M se fait sur le semi-plan 
négatif YY'X', Tangle dièdre considéré est aigu et son co- 
sinus est représenté par 

^' (Oo) 



V'A'+B'-f-C'' 
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59. Remarque. Nous ferons observer ici comment on* 
peut calculer les paramètres ^ el% dont nous avons parlé 
précédemment (§ 25) quand nous avons cherché, soit comme 
une application des formules d'Euler, soit par une voie di- 
recte, réquation d'une section plane. 

L'équation du plai) proposé étant 

(P) Ax-hBy-hCz = o, (A>o) 
on a, d'abord, 

et, par suite, <^ étant plus petit que x, 

(l) Sin()(=:H . COS (]<=: — 



v/A*4-B' /A'+B* 

D'autre pari, les équations de la normale à (P) sont 



X y z 

A""B~C' 



et l'on a 



(2) cos e r= ±1 et smO~±: 



y/A* -h B' -h C VA' + B* + G* 

Les formules (1) et (2), ces dernières étant prises avec des 
signes convenablement choisis, sont celles qu'il faut em- 
ployer pour trouver l'équation d'une section plane. 

60. Perpendienlarité de deux plans. On sait que 
deux plans sont perpendiculaires lorsque leurs axes sont 
reclangulaires. Soient, 

Ax +By +Cz +D = o, 
yx-hB'y-hC'z + D'=o, 

les équations des plans considérés ; les formules (li) et (F), 
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prouvent que la condition nécessaire et suffisante qui exprime 
que ces plans sont rectangulaires est 

(0 AA'-hBB'-+-CC' = o. 

61 . Problème. Abaisser d'un point M^ , une perpendicu- 
laire A' sur une droite donnée A. 

Désignons, comme toujours, par (ar, ,y,,2:,), les" coordon- 
nées du point M, et soient 

... ( V = PJx + BV + C'z + D' =0 
^ ^ / Q=A''a?H-B'V4-r/z4-D"=o 

les équations de A. La droite A' peut être considérée comme 
étant rintersection de deux plans R et S ; le premier passant 
par M| et par A, l'autre étant le plan abaissé du point Mp 
perpendiculairement à A. 
L'équation de R est 

PQ.~QP,=o, 
el celle de S, d'après la relation (D), 

69. Ang^le de deax droites. Si nous prenons les équa- 
tions des droites proposées sous la forme 

— — ;; — — , et, — =r —7- z: ~ , 

a Y a 6 Y 

les formules (E) (§ 55), et la suivante 

cos Vzi AA' + BB' + ce 

« • 

établie plus haut (§ i5), donnent 

ax' -4- 66' -h *r/ l^^ > o\ 

(J) COSViz± a:i-^oo-f-a [.^ 

v/(a« + 6*+r) (a- + 6'»^ y*) ^"^ > «^ 

Dans cette formule, le signe H- correspond à l'angle (bien 
déterminé) formé par les semi-droites menées par un point 
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(le l^espace parallèlement aux directions positives des droites 

données. Il reste entendu que a^â^Y^ «\i';ï ; représentent 
les coordonnées des points directeurs. 

63. An^le d*ane droite A, et d'an plan P. On sait que 

cet angle V est Tangle aigu complémentaire de celui qui est 
formé par A et par Taxe de P. 
Les équations données étant 

^ — Xn y ""■ y© _^ 5 — -^o 

. — - — j 

X 6 Y 

An? -f- By + Cs -h I) = o, 

la normale au plan P, menée par Torigine, a pour équations 

x_y_z 

Â — B^r/ 

La formule (J) du paragraphe précédent donne 

Aa 4- B6 4- Cy 



(K) sinV'zz 



\/(A* + B- 4- G*) (a* -h €• + /) 

Dans cette égalité on prendra le signe -j-, ou le signe — , 
suivant celui de l'expression Aa^-Bg-f-CY. • 
04U An^le de deux plans. Soient ' 

Arr -+- By H- C2 -h D = o, (C> o) 
ax -\- by + cz -j- d z=z o, (r > o) 

les équations des deux plans donnés. 
Les axes de ces plans correspondent aux équations 



ABC a b 



c 



et Tangle V formé par les semi-normales positives a un cosi 
nus donné par l'égalité 

Aa -f- B6 -f- Ce 
(L) CosV = 



y/(A« H- B" + C«) (a' + 6' + c*)' 
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cet angle V est celui qui est formé par les semi-plans po- 
sitifs. 

B&. Distance d'an point à an plan. Nous cherche- 
rons d'abord à déterminer la distance de Torigine au plan 
qui a pour équation 

Abaissons de l'origine une perpendiculaire OL sur le plan 
proposé ABC. En conservant les notations adoptées plus haut, 
réquation de ABC est 

(a) a; cos a 4- y cos 6 -H 2: cos y =z A 

En identifiant les équations (1) et (2), nous avons 

cos a cos 6 cos y — h 

"X"" "b" """T" "~ir* 

De ces égalités, et de la relation 

• cos* 2 -f- COS* 6 H- cos* Y = o, 




Fig. 10. 



nous déduisons, 



hz= 



D 



v/A*H-B*4-C*' 
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Dans celte formule on prend le signe -h, ou le -signe —, 
suivant que Torigine est placée dans la région positive, ou 
dans la région négative, par rapport au plan ABC. 

Prénom maintenant un point Mo (a?o,yo,2o), et, de ce point 
abaissons sur ABC la perpendiculaire Mo H. Si nous menons 
par Ho un plan A'B'C parallèle à ABC et si nous prolongeons 
OL jusqu'à sa rencontre en L' avec A' B' C, nous pouvons 
écrire 

Mo il = OL' — OL. 
L'équation de A'B'C est 

Ax-hBy-^Cz — AoTo — Bt/o — C>So = ". 

Supposons que l'origine soit placée dans la partie positive 
du plan ABC; alors, dans la disposition de la figure, est 
aussi situé dans la région positive de A'B'C et nous avons, 
en valeur absolue 

— {AXo + B^o -f- C^o) D 

OL' =:-== " — y etOL=:~= ^ ; 



par suite 



\Xo 4- B^o + Czo-^D 
OV — OL r= — , , 

s/ A*-|-b*-+-C' 



ou, 



Le point Mo est silué dans la région négative de ABC et 
nous avons, par conséquent, P„<o; si nous supposions 
Po>o, la formule précédente donnerait encore la distance 
cherchée, mais le second membre devrait être affecté du 
signe +. 

66. Distance d*un point à une droite. Il est naturel 
de rattiicher ce problème au précédent en observant que la 
distance 8, d'un point Mo {Xf,yy'»,Zo) à une droite A est égale 
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à la longueur de la perpendiculaire Mo H abaissée de Mo sur 
le plan S qui passe par A et qui est perpendiculaire au plan 
R déterminé par A et par M». 
Soient 



(A) 






les équations de A. Le plan R a pour équation 

(R) PQu-QP„=o, 
et le plan S peut être représenté par l'égalité 

(S) Pa — Q6 = o. 



z 




On a donc 



en posant 



Fig. 11. 






(2) wzz:A'a-A"6, uzziB'a — B'^6, wzziGx^G't, 

• Les équations (R) et (S) représentent, par hypothèse, des 
plans perpendiculaires ; en rendant explicites les formes qui 
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entrent dans le premier membre et en appliquant la con- 
dition connue (§ 60), on a 

(3) liu' -h vv' -h IV w =: o, 
après avoir posé 

(4) h'=AU-A'T„, y'^B'Qo-BTo, o)' = C'Qo - GTc. 

D'ailleurs, Tidentité de Lagrange donne 

-+ (vw' — wv'y -f- {wu' — uw'y. 

Les égalités (2) et (4) prouvent que Ton a 

uv' — vw' = (.VB " - B'A") (Qo5 -Poa), 
vw' — wv'= (B'C' — C'B'O (Q06 — Poa), 
WW — uw'=l{C A"— A'C'YiQo^ -Poa). 

En tenant compte de la relation (3), l'identité (5) donne 
l'égalité suivante : 

(m* + v' + w'] (u'* + v" + w") = (Poa - Qo6)' 
{ (A'B' — B'A")' + (B'C" — C'B")' + (C'A" — A'C')' | 

D'après cela, la formule (i) devient 



S*- 



(A'B" — B'\y -h Cb'G" — CBy -t- (C'A" — A'C)* 
Si Ton observe que les équations 

AQ-A'P-o, BQ-BT = o, CQ-C'P = o, 

représentent les projections de la droite donnée sur les trois 
plans de coordonnées, la formule précédente, malgré sa com- 
plication apparente, s'impose facilement à la mémoire. 

67. Remarque. Lorsque les équations de la droite A ont 
été mises sous la forme 
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la distance 8 d'un point Mo {x,,yy^,z^) à celle droite s'obtient 
facilement par les considérations suivantes. 

Menons par Mo un plan P perpendiculaire à A, ce plan 
coupe A au point H et Ton a 



-t 



S*::rMoll =MoM, — M.U . 
L*équation de P est 

(P) a (ic— a'o)+6 (y — y^) 4- y i^— ^o) n o, 
et la distance M, H est donnée par la formule 

\:l{x, — iro^-f-6(y, — yo) + y(^, — 2:0) j 



M, Il - 



Ainsi, 



ou, en appliquant Fidenlilé de Lagrange, 

« 

.— { 6(a?.— a?,)— «:y. -//o') { '+ ! y(//, -y.)— 5(s. -3o) }'-t- 1 a(2, — ^,)-v{J,- l 

08. Projection d'un point sur une droite. Pour dé- 
terminer le pied H de la perpendiculaire abaissée de Mo sur 
A, on peut observer que ce point est l'intersection de A avec 
le plan P. 

Les équations (A) écrites sous la forme. 

a 6 Y 

donnent, par combinaison avec (P) 

X'—x, _ y - y. _ z — z, _ jx{x,—x,)-^i{yo—y,)-^^r{z^ — z,) 
a ~ 6 — Y "" 5c*-l-6*-hY* 

Dans ces formules, a:, y, >s; désignent les coordonnées du 
point H, projection de Mo sur A. 
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69. Plans bissecteurs. Les deux plans qui ont, respec- 
tivement, pour équation 

P = Aa: + By4 Cz + Dzz:o, 
p znax -hày -h-cz -{- d^no, 

forment un dièdre auquel correspondent deux plans bi.s- 
secleurs. On sait que tout point pris sur l'un de ces plans 
esta égale distance des faces du dièdre. L'un de ces plans 
a pour équation 

P _ jp 

v/A* -i- B* -h C* ~" v/a* H- b' -h c"' 

l'autre, correspond à la même équation, en affectant du 
signe —, l'un des radicaux. 

Les deux plans proposés séparent Tespace en quatre ré- 
gions; le raisonnement que nous avons fait en géométrie 
plane (§ 76), peut se reproduire ici et Ton voit, dans tous 
les cas, quelle est celle des deux équations qu'il faut choisir 
pour représenter le plan bissecteur qui est situé dans une 
région déterminée; par exemple, dans celle qui renferme 
l'origine. 

90. Plus courte distance de deux droites. (Longueur) 
Imaginons deux droites A, A', non situées dans le même 
plan, et correspondant respectivement aux équations 

Menons par A un plan P parallèle à A' ; l'équation de ce 
plan est de la forme 

(1) A{X'-Xo)'^B{y—yo) + C{z--Zo)~o,' 

et si nous écrivons qu'il est parallèle aux droites A et A', 
nous avons 

(2) Aa -4-B6 -|-Cy=o, 

(3) Aa' + B6'+CY'=:o. 

De L. Tome Ul. ^ 
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Les relations (i), (2), et (3), donnent, pour l'équation de P, 



(P) 



x—Xo y — yo z — Zo 

a 6 y 

a' 6' i 



n o. 



On sait que la longueur d de la plus courte distance est 
égale à celle de la perpendiculaire abaissée, sur le plan P, 
d'un point quelconque de A'. En posant, pour abréger l'é- 
criture, 



8 -M V 
«-|6' i 



> ^6 — 


1 


a 

1 


• \ = 


a, 

a' 


6 
.6' 



nous avons donc. 



dzz 



a 

a 



yx- yo 



t' 



Z^ — 2o 
ï 

Y 



sJK+K+^\ 



91. Plus courte distance de deax droites. {Equa- 
tions.) La situation de la plus courte distance se détermine 
en prenant l'intersection de deux plans U, V, perpendicu- 
laires au plan P que nous venons de considérer, et passant : 
l'un par A, l'autre par A'. 

Cherchons, d'abord, l'équation de V. 

Cette équation est de la forme : 

(1) a(x-^x,)-hb{y-'y,)+c{Z'-z,)-o, 



et nous avons 



(2) m' + b6' i-xY'-^o; 



égalité qui est vérifiée puisque V passe par A' 

Maintenant, si nous tenons compte de ce fait que V et P 
sont deux plans perpendiculaires, nous obtenons la relation 



(3) aS^-^68g + c8 -0. 
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Les équations (i), (2) et (3), donnent, finalement, 



(V) 



•^— ^i y — 2/1 z — ^i 



a 



6' 

8. 



'6 -r 

On trouve de même l'équation de U, 



r: o. 



(U) 



I 



X — ar» y — y» 

a 6 

§6' 



2 Zq 

Y 



5,' 



— 0. 



99. Aire d'oa triang^le (M, M. M3). Nous supposons que 
trois points soient donnés par leurs coordonnées et nous 
proposons de déterminer l'aire du triangle correspondant, en 
fonction de ces coordonnées. 

Le triangle M, M, M3 se projette sur le plan XOY suivant un 
triangle dont, d'après une formule connue, Taire est égale à 



±1 

2 



a?. 



X, 






En appliquant cette remarque aux trois projections de M^ 
M, M3 sur les plans de coordonnées et en observant que le 
carré de Taire S, du triangle M^ M, M3, est égale à la somme 
des carrés de ses projections sur trois plans rectangulaires, 
nous avons 



4S* = 



98. Tolume du tétraèdre (Mo Mj M, M3). L'équation 
du plan M» M, M3 est 



a;, y, 1 


« 


i/i 2| 1 


t 


2, X^ 1 


X* y, 1 


+ 


y, 2, 1 


+ 


Z2 X^ 1 


a^a ^3 » 




y^ 2, 1 




2j Xi 1 



X 


y 


z 


1 


X, 


y. 


Zx 


1 


X, 


y* 


Z| 


1 


^1 


hi 


*'3 


1 



iz o. 



t > 
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et ]a distance A, de M», à ce plan, se calcule par la formule 



hziz 





«Po 


y» 


z„ 


1 






a?. 


Vi 


2. 


1 






a?. 


y. 


\ 


1 






a;, 


Vi 


«3 


t 





X, 


Vi 


1 


s 


Vi 


2i 


1 


s 


2, 


X, 


1 


• 


^x 


Vt 


1 


+ 


y. 


^. 


1 


+ 


^. 


X* 


1 




'•^i 


y* 


1 




^3 


^3 


1 




-3-» 


3^3 


i 





En tenant compte de la formule établie du paragraphe 
précédent, cette relation devient 





Xo y. 


5-, 


1 






•+-2AS 


X, y, a', 
a;, y, ^t 

aJj y, *s 


1 
1 
1 


• 




On a donc 








/ 


a?» 


y« 


^0 


1 


(i) ±6vol(M.MiM,M,) — 




y. 
y% 




1 

1 


' 




a;, 


ya 


-2-3 


1 



Dans le cas particulier où le point Mo se confond avec To- 
rigine, cette formule se simplifie et donne la relation 



(2) ±6vol(OM,M,M3) = 



941. Remarque. Lorsque Ton a 

^1 Vi ^. 
^t y% ^2 

^J ^3 ^J 



^1 yi X 






y% - 
2/3 



^o 



o, 



les trois points Mj M, M, sont situés dans un plan passant 
par l'origine. Cette propriété est la conséquence évidente de 
la formule (2) ; elle peut aussi se reconnaître directement, et 
très simplement. 



EXERCIOES 



f . Trouver la plus courte distance d, entre l'axe des z et une droite à 
ayant pour équations : 



(A) 



zznzAx-hBy-hh, 
z = A'x-hB'y'i'h'. 



On applique la remarque qui coocerne la projection d'un angle droit 
sur un plan qui est parallèle à l'un des côtés de cet angle, et Ton a 



±d = 



h— h' 



V^CA — A7-f.(B — BT' 



2. Démontrer que la distance d'un point Mo (a?© , t/o , ^o) à la droite A qui 
^pour équations: 

zziizhy y:^mx-hn, 

est donnée par la formule 



(r = {Zo — h) 






et reconnaître que la formule générale établie plus haut (§65) donne bien 
cette valeur de d, dans le cas particulier considéré. 

3. Démontrer que les droites qui correspondent aux équations 



X y Z 

a 6 Y* 
iont dans un plan, lorsque Von a 



x y 

a,' 6' 


z 




X y Z 

d" 6' Y ' 


fo» a 








a 6 


T 








a' 6' 


i 







9 


a" (>' 


/ 









et réciproquement. 
4. Démontrer que si ton considère les équations : 

X y Z X y z 



^ ï 



a 



P' 
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et les droites qui leur correspondent: les équations de la normale à ces 
deux droites sont : 



X 




y 




z 


p ^' 




Y y' 




a «' 


Y t' 




a a' 




P P' 



S. On considère les droites A, A', qui ont pour équations : 

Y a 6 Y 



démontrer que les équations des bissectrices sont 



X 



^ y ^ 

6-1-6' 



et 



X _ y _ 



r-HY 



a — a' 6 — il y — ï 



r ï 



a, 6, y; a', 6', y' désignant les cosinus directeurs. 

On prend sur A et A' les points directeurs P et P'et Ton remarque que 
Tune des bissectrices est la droite qui joint l'origine au milieu de^P^. En 
considérant le point P'^ symétrique de P par rapport à l'origine 0, on a 
la seconde bissectrice en joignant le point au milieu de PP''. 

6. Par deux droites A, A', non situées dans le même plan ^ on fait passer 
deux plans rectangulaires ; trouver le lieu décrit par la droite d'inter- 
section. 

On prend pour axe des z la perpendiculaire commune, pour origine le 
milieu de cette droite et pour axe des x et des y les bissectrices des 
parallèles menées à A et à A', par le point 0. 

En désignant la plus courte distance par 2h on trouvera, pour l'équa- 
tion du lieu cherché, 

y- — m*x* -4- (i — m*)z* zz h*{i — m*). 

Dans cette équation on suppose m=:tga, aa étant l'angle des deux 
droites données. 

H . Démontrer que la distance 5 du point Mo {Xq , y© » «o) ûm pl^n qui 
correspond à l'équation 



est 



3i= + 



VzzAx-hBy-hCz-hD^o. 



Pc A 



v/A*sin*XH- B*sinV -f- G" sinN -{- 2BG (ces jji cosv — cos X) 
-+- 2CA (cosvcosX— cos|ii.)-f-2AB(cosXcos|Ji— cosv) 

X, tJi, V désignant les angles des axes. 
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LA SPHÈRE (Axes obliqua) 



9&. É^aation g^énéralede la sphère* Désignons par 
R le rayon de la sphère, et par a?o,yo, Zo, les coordonnées de 
son centre; nous avons (§ lo), 

S —(a? — Xof-^ {y — t/oT -hiZ" ZoY + 2(â? — Xo) {y — yo)cosv 



C'est réqnalîon cherchée; elle est du second degré par 
* rapport aux coordonnées courantes x,yyZ. 

Nous conserverons les notations que nous avons employées 
dans la géométrie plane ; nous désignerons encore par S le 
discriminant de la forme binaire 

Aa;*-f-Ay-h2B"a;y, 
et par A celui de la forme ternaire 

Ax* -h A.'y* -h A V H- 2Byz -h ^B'zx -h 2B"xy, 

Nous aurons aussi à considérer, dans la suite, la forme 
quadratique Q, à quatre variables, 

Qs Aa^4-Ay + A V 4- 2By:2r4- 2B'2a?4-2B''a:y -^-2Ca;/ -^ aCy -f-aC'^^^ +-D/' ; 

nous représenterons par H son discriminant. 
Ainsi, nous poserons : 



8 = 



A 

B" 


B" 

A' 




A 


B» 


B' 


A = 


B" 
B' 


A' 
B 


B 

A' 



n 



72 



11=: 



SIXIÈME LEÇON 


A 


B" 


B' 


G 


B» 


A' 


B 


G' 


B' 


B 


A» 


G" 


G 


C 


C 


D 



Dans le cas particulier où la forme quadratique consî- 
dérée est 

nous désignerons son Hessien par Ho et nous représenterons 
par Ao) comme nous l'avons déjà fait, le discriminant de la 
forme quadratique qui est constituée par l'ensemble des 
termes du second degré en x,y et z. 

90. Théorème. Pour que l'équation Q — o représente 
une sphère i il est nécessaire et suffisant que l'on ait 



B B' 

(i) AizA'zrA''- r-==: 



B'' 



COS X COS \L COS V 

L'équation S=io, prouve immédiatement que ces condi- 
tions sont nécessaires ; le calcul qui suit, et qui aboutit à 
une expression remarquable du rayon de la sphère, a pour 
but de montrer qu'elles sont suffisantes. 

L'équation Szzo, développée, devient 

37*-+- y* -h ^*-^ '^yz COS X -h 1ZX cos [x-f- 23?^ cos v— 22;(a;o+yoCOs v + Zo cos|a) 
— 2y (iPo cos V -|- 2/0 + ^0 co^ X) — 2z{Xo COS [Ji. + 2/o COS X 4- z^ 

+ ^ô + 2/Ô + '2'! + 22/0^0 cos X + 2^o^o cos \k + 2Xoyo COS V — R* — 0. 

Les égalités (1) étant vérifiées, l'identification des équations 
S = o, Q n: o, donne 

(0 ^o 4- 2/0 cos V H- Zo cos [JL 4- — =: o , 

A 

(2) a;oC0sv-f-2/o-f-'2'oC0sX-|- — = 0, 



(3) iCo COS [JL -h 2/0 COS X 



A,Q 
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et, 



(4) xl-hyl-h zl -I- aj/o^-o cos X -h a^aOJo cos jx -h aa^o^o cos v — R^ — -- =r o. 



Les égalités précédentes constituent un système de quatre 
équations dans lesquelles les inconnues sont Xo , Vo 9 ^o > et 
RMe déterminant des équations (i), (a), et (3), est la fonction 
A„ quantité diflférente de zéro (§ la). Ainsi, Xoyt/ojZo^ sont 
des nombres toujours finis et bien déterminés; mais il nous 
reste à calculer R". 

A cet effet, multiplions les égalités (1), (a), (3), et^ (4), 
respectivement par iPo , y©, ^o, et — i ; puis ajoutons ces ré- 
sultats. Nous avons alors, 



,.N G G' G" D „, 

(5) J^^o-h-yo-hj-^o-^-^-hfCzzo. 



Les équations (i),(2), (3), et (5) donnent alors 



1 


COSV 


COSIJL 


G 
A 


cosv 


' 1 


cosX 


G' 
A 


COSfÂ 


cosX 


1 


G" 
A 


G 


G' 


G'' 


D 


A 


A 


A 


A 



R* 



~ 0. 



Les éléments de la quatrième colonne sont égaux, respec- 
tivement, à 






^ 
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et nous trouvons 












« 


1 


cosv 


COSIA 




C 

Â 






COS V 


1 


cosX 




A 
A 






COS [X 


cosX 


1 




— 




c 


c 


C" 




D 




OU 


A 


A 


A 




A 




\J\Xy 


A 


Acosv 


A 


cosix 


c 


A*AoR'-,- 


Acosv 
A COS [A 


A 

AcosX 


A 


cosX 
A 


c 

G" 




G 


C 




C^ 




D 



zr 



ou, enfin, 



(p) Ho-^A*AoR'z:o. 



Cette égalité permet de calculer R*; mais, Ao étant positif, 
il faut pourtant observer que R est réel, ou imaginaire ; sui- 
vant que Ho est négatif, ou positif. 

La sphère n'étant qu'une quadrique particulière, les pro- 
priétés que nous démontrerons plus loin pour les quadriques 
quelconques s'appliqueront évidemment à cette surface; 
aussi, pour éviter certaines répétitions, nous bornerons-nous 
à signaler, dans cette étude analytique de la sphère, quelques- 
unes des propriétés qui lui sont particulières, 

9 V . Puissance d*nn point par rapport à une sphère. 
On sait que si par un point fixe Mo (Xo^ycZo) ou mène une 
transversale A qui coupe une sphère donnée S, aux points 
A et B, le produit (MA. MB) est indépendant de la direction 
donnée à A. C'est la valeur de ce produit, valeur positive ou 
négative, qu'on appelle puissance de M, relativement à S. 

Prenons les équations de A sous la forme. 
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et représentons 1 equatioq de la sphère par 

f{x, y, z) — 0. 

Les points A et B se détermineront en cherchant d*abord 
les racines de Téquation 

f{Xo-]r'^y yo + 6p, ^o + Yp)=:o. 
Cette égalité peut s'écrire 

p' (Aa* + A'6' + AY -H 2B6Y + aB'ay + ^B"a6) 

Dans le cas de la sphère, le coefficient de p* est 

A (a* + 6* + ï* + 2ÔY cos X -h aoY COS i* H- 2a6 cos v), 

et nous savons (§ 20) que cette expression est égale à A. 
Ain^i nous avons 

MA.MBiz ^^^"f"''°^ 

A 

et nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Théorème. La puissance d'un point par rapport à une 
sphère s'obtient en remplaçant^ dans son équation, les coor- 
données courantes par les coordonnées particulières du point 
considéré, et en divisant le résultat obtenu par le coefficient 
dex*. 

Voici maintenant quelques propriétés élémentaires, bien 
connues, qui sont la conséquence immédiate du théorème 
que nous venons de démontrer. 

98. Théorème. Le lieu des points d'égale puissance, par 
rapport à deux sphères, est un plan qu'on a nommé plan 
radleal des deif^ sphères. 

Soient 

Si = 0, 83=: o, 
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les équations des sphères proposées. Le lieu des points d'é- 
gale puissance est la surface qui a pour équation 

^1 ^ 

A. ^ a; 

Dans cette relation, les termes du second degré dispa- 
raissent ; le lieu cherché est donc un plan qui, pour des rai- 
sons de symétrie évidentes, esl perpendiculaire à la ligne 
des centres. 

10. Théorème. Les plans radicaux de trois sphères 
passent par une même droite qui est nommée Taxe radical 
des trois sphères. 

En effet, les équations des sphères étant 

S,=o, Sa = o, 83 = 0; 

celles des plans radicaux de ces sphères, combinées deux 
à deux, sont 

Aj A2 Aj A3 Aj Aj 

Ces trois égalités, ajoutées membre à membre, donnent 
une identité : les plans qui leur correspondent concourent 
donc suivant une même droite. 

SO. Théorème. Les axes radicaux de quatre sphères, 
combinées trois à trois, sont quatre droites qui concourent en 
un point; ce point est dit le centre radical des quatre sphères. 

En effet, les axes radicaux peWent être considérés comme 
les droites qui sont communes aux six plans radicaux, com- 
binés trois à trois. Or, les équations de ces plans : 

^1 Sg Sj S3 S 4 S4 

Aj A, ■" ' Al Ag"" ' A, A4"" ' 

Oj 1^3 Og ^>4 O3 O4 ^^^ 

Aj A3 Aj A4 As A4 

admettent une solution commune ; car si les trois premières 
sont vérifiées parles coordonnées a?', y', 2' d'un certain point 
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colles trois autres le sont aussi. Le point ai est donc situé sur 
les quatre axes radicaux. 

SI. Théorème. La section plane d'une sphère est une 
circonférence. 

Soit P le plan considéré, il coupe la sphère proposée suivant 
une courbe F; je dis que V est une circonférence. 

Efifecluons, en effet, un changement d'axes et prenons le 
plan P pour plan XOY; la fonction S devient S, et, comme 
nous l'avons démontré (§ 26), nous avons 

S-:K(X*4-Y*4-Z*4-2YZcosX'-+-2ZXcos(x'4-2XYcosv') 

Si nous faisons Z = 0, dans l'égalité S rz 0, nous obtenons 
un résultat qui représente un cercle. La section F est donc 
une circonférence. 

89. Théorème. Les points communs à deux sphères sont 
situés sur un cercle. 

Ce théorème est le corollaire évident du précédent. Si les 
sphères ont pour équation, respectivement, 

Sj^ 0, Sj m 0, 
on peut remplacer l'une d'elles par la suivante 

Or cette équation est celle d'un plan ; Tintersaction de 
deux sphères est donc une circonférence. 

83« Sphère eirconscrite à un tétraèdre. {Axes rec- 
tangulaires.) L'équation générale d'une sphère, en axes rec- 
tangulaires, étant 

(1) x* 4- 2/' 4- >2^* — 2ax — 2^y — t^z —5 :=. 0, 

si Ton exprime que cette sphère passe par quatre points 
(Mo,M,,M,,M3) qui forment un véritable tétraèdre, on a 
d'abord 
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et; aussi, trois relations analogues. En éliminant a , , y > ^ 
entre les équations (i) et (2) et les trois égalités qui sont 
sous-entendues, on obtient l'équation cherchée 



(3) 



x' + y'-hz' 



X, 



o 



X 
X, 



a^! -f- 2/î 4- ^; x^ 



y 

Vo 

Vi 



z 

Zr 



1 
1 
1 
1 
1 



1= 0. 



Le coefficient du terme (a?* -h 2/' -+- ^') est le déterminant 



X, 

X2 
X., 



Vo 

y^ 
yz 



Z., 

z^ 



1 
1 
1 
1 



déterminant qui n'est pas nul, puisque nous supposons que 
les points considérés ne sont pas placés dans le même plan. 
Si Ton veut déterminer le centre 0, de la sphère circons- 
crite au tétraèdre, il faut observer que l'équation (1) étant 
écrite sous la forme 

les coordonnées de sont a, 3, y. 

D'autre part, Téquation (2) et les équations analogues, 
soustraites deux à deux, donnent 

et cinq autres relations semblables. 

Si a, p, Y, sont des coordonnées courantes, ces égalités 

représentent des plans perpendiculaires aux arêtes du 

tétraèdre et passant, respectivement, par les milieux de ces 

droites. C'est ainsi que Tégalilé (4) est vérifiée quand on 

fait 

_ X, +0-0 ^ __ y, +yo ^ _ z, -\-z^ 



a — 



l-» — 



r = 



2 



SEPTIÈME LEÇON 



PLAN TANGENT. — PLAN POLAIRE 



l. Oéfinition. Considérons une surface 2 et, sur celle 
surface, un point fixe M. Si nous imaginons qu'un point M4 , 
mobile sur S, se rapproche indéfiniment de M, la droite MM, 
occupe, à la limite, une position MT, et nous dirons que MT 
est une tangente à S au point M. 

8S. Théorème. Le lieu des tangentes à une surface S, en 
un point pris sur elle, est, en généraly un plan. 

Soit M le point choisi, M, un point voisin pris sur S et Mo 
un point quelconque de MMj. Les notations ordinaires étant 
conservées, on a 

^. _ yi _ 2, _ t. 

Soit 

f(joo,y,z,t) = o, 

l'équation de.S ; X sera déterminé par Tégalité 

f(x-\-^o, y + >^yo, 2+X2:o, ^-[-Xfo) = o. 
Cette relation s'écrit 
(i) r{x,y,z,t)^\[xj'^'\ry.ry^-z,r^-^t.f^ +.... =0. 

On peut alors remarquer que le point M étant sur S on a, 

fix, y, z, x: o, 

et, parmi les racines de Téquation (1), se trouve la so- 
lution \ — o. Si nous supposons que f [x,y^z,t\ désigne 



^ 
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une forme entière et homogène, du degré m, Téquation (i) 
admet encore m— i solutions qui sont les racinesderéqualion : 

\ m Â 

Si le point M, vient se confondre avec M, cette équation doit 
admettre encore la solution X =: o, et la relation 

oror^+vory+z^n+hn^o, 

doit être vérifiée. Dans cette égalité, Xo,yo,Zo,to, désignent 
les coordonnées d'un point quelconque Mo, pris sur une 
tangente à S, passant par M. Le lieu des points tels que Mo, 
est donc la surface qui correspond à Féquation 

(6) x/^; + Y/-;+z/-; + T/-;no; 

ce lieu est un plan. 

Cette conclusion cesse d'être exacte quand on a, simulta- 
nément, 

(3) /;=ro, /;r:o, f^^o, f[-o; 

nous allons examiner, de plus près, ce cas singulier. 

8G. Points multiples. Lorsqu'un point P pris sur une 
surface S jouit de cette propriété que toute droite A, passant 
par P, rencontre S en m points, dont (x coïncident avec P, 
on dit que P est un point de multiplicité (x, sur la surface S. 

Si les coordonnées de P ne vérifient pas les équations (3), 
l'égalité (2) prouve que la transversale A menée par P ne 
rencontre S qu'en un point confondu avec P, du moins, en 
général. Dans ce cas, on a (x— 1 ; P est un point simple^ 



1. En employant cette notation symbolique on fait la convention sui- 
vante : 
dans le développement de 

on remplace les exposants qui affecteraient la lettre ^ par les indices qui 
indiquent Tordre des dérivées. 
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Si, au contraire, les équations (2) sont vérifiées, la relation 
(2) devient : 

••■* 1.2. «J 

et si nous cherchons le lieu des droites qui, passant par P, 
rencontrent la surface en trois points confondus avec P, 
cette équation prouve que le lieu cherché est le cône qui 
correspond à l'équation suivante : 

{Xfa: -h Y/y -f- Z/i -h T/i)* = 0. (Notation symbolique,) 

Lorsque les dérivées secondes ne sont pas nulles, simulta- 
nément, P est un point double et les tangentes à la surface, 
en ce point, forment un cône du second ordre, ou un sys- 
tème de deux plans. 

S'il arrive que toutes les dérivées secondes soient nulles ; 
le point considéré est un point triple, et les tangentes à la 
surface forment un cône du troisième ordre dont Téquation est 

et^ ainsi de suite. 

8V. Plan tangent aux: qaadriques. Si nous appliquons 
à réquation Q =z la formule (0), nous obtenons le résultat 
suivant : 

X {Ax 4- B'V -h B'z -+- CO -h Y (B'x H- A'y +Bz H- C't) 

Z (B'a;-|-By + A^'^H-CO-HT (Ga;-f-C'y-»- G^^-i- D/J = 0. 



Cette égalité peut s'écrire encore 

X (AX + B"Y H- B'Z -h CT) -h y (B"X 4- A'Y 4- BZ -+- C'T) 

^2(B'X-f BY-f-A''Z4-C"T)-+-nGX4-C'Y-hG''Z-hDT)=:o; 



ou^ 
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L'identité des deux formes 

efet, d'ailleurs, la conséquence d'une propriété générale des 
formes quadratiques {Alg.^ § 349). 

88. Remarque I. L'équation du plan tangent au point 
{x,y,Zyt), étant, comme nous venons de le montrer, 

xa;+y/-;+z/';+t/'; = «, 

et ce plan passant par le point considéré, nous avons 

< + y/-; 4- 2f: + if[ - o 

Ces deux équations donnent 

(00 (X - x) C + (Y~2/) Z^; -h (Z - z) r, = 0. 

Cette forme, donnée à l'équation du plan tangent, est 
quelquefois utile. 

89. Remarque II. Lorsqu'une surface S passe par Vori- 
gine 0, si est un point simple de cette surface, le plan tan- 
gent en s'obtient en égalant à zéro Vensemble des termes 
du premier degré. 

En effet, l'équation de S est, dans Thypothèse que nous 
avons adoptée, 

f—'^m (^> y y ^)-*- ^?m~i (^, y, -) -f- . . . -+- ^"*~' {ax + by^ cz)=o. 
L'équation du plan tangent à l'origine est, d'après (6'), 

x/';-+-Y/';-+-z/; = o, 

ou, finalement, 

ax-hby-hczzno, 

90. Remarque lll. Lorsqu'une droite A est située sur 
une surface 23, le plan tangent en un point quelconque de A, 
renferme cette droite. 
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Prenons A pour axe des z ; l'équation générale des sur- 
faces passant par Faxe OZ est : 

(i) f-<^^[x,y,z)'^t^^_, (a?,y,^) 4... H- r-*(A^ -h By) = o, 



ç^ ne renfermant pas le terme en z"'\ ?^_ , le tewne en 

2"*~* ; etc. Prenons, sur OZ, un point M dont les coordonnées 
soient o, o, et h. Le plan tangent en ce point a pour équation : 

(a) xr: + Y/; -H (2 - A)/;; = o. 

L'équation (i) ne renfermant aucun des termes z"\ y*~\ 
2"*"^, ... Zy la fonction f^ s'annule, identiquement, quand on 
y fait ic — 0, et y =: o, quel que soit h. L'équation (2) se ré- 
duit donc à la forme 

X^'^-Y^' = o, 

ainsi, le plan qui lui correspond passe par Taxe OZ. 

Cette proposition est la conséquence, tout à fait évidente, 
de la définition du plan tangent, mais nous avons tenu à la 
vérifier par l'analyse. 

91. Équation de PIAcker. — Théorème. Lorsque 
Véquation d^une surface se présente sous la forme 

/^(R,S,U,V)=:u, 

f désignant une fonction entière des formes linéaires R,S,U,V: 

li:^ ax -\' by H- cz -f- dl^ 
^-^a'x -{-h* y -hc'z t-d't, 
U =: a"x -+- b'y -+- c"z -f- d"t, 
V = a"x -h b"'y -h c^'z 4- d"t ; 

Véquation du plan tangent F au point M, (a;, ,y, ,2, ,^J est 

^fk -^^fs -^^f'v -^^fw =«• 
i I I I 
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En effet, nous avons 

L'équation du plan tangent au point M, est donc 

+ (o''X4-6'Y+c''Z+d''r)/'' +(a''X+6"Y+c"'Z-|-d"'T)/'i =o, 
ou, 

1 1 1 1 

C'est l'équation que nous voulions établir. 

On doit remarquer que l'équation de Plûcker est applicable 
à une forme entière quelconque ; elle est vérifiée quel que 
soit le nombre des fonctions linéaires qui entrent dans Téqua- 
tion considérée. 

95^. C^ne circonscrit aux quadriqucs* Par un point 
Mo (a;o,yo>^o,<o) on peut mener une infinité de droites tan- 
gentes à une quadrique (Q iro). Nous allons montrer que le 
lieu de ces droites est le cône qui correspond à l'équation 

400o = (a:Q;^ H- yQ;^ + ^q;^ -h tçi\^\\ 

Par le point Mo menons une transversale quelconque A 
et soit M(a;,y,z,0, un des points communs à A et à la 
quadrique proposée. Prenons sur A un troisième point 
M,(a?,,y,,;2;i,^,), nous avons 

X _ y ^ ^ ^ ^ 
a?o-l->^, "^ î/o -h >^yi "^ ^o + >v2, ~^o + ^ * 

et si nous posons, 
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nous obtenons 

/'(iroH->^a?j, Vo-hy^y^, ^o+'^i* /o-+->^^i) = o. 
Cette équation développée donne le résultat suivant : 

ou, dans une notation un peu plus simple, 

Oo rh fa:, Q;+y,Q; H- ^,q; -h /,o;)x -h o.x* = o. 

\ o »o *0 O' 

La droite A sera tangente à la quadrique, si les coordonnées 
du point M, vérifient Téquation : 

Cette condition est nécessaire et suffisante ; comme elle 
est vérifiée par les coordonnées d'un point arbitrairement 
choisi sur Tune quelconque des tangentes issues de M» à la 
quadrique, en rendant a?,, y, ,2,,^,, coordonnées courantes, 
on a, finalement, 

(C) 4Q0o = (otq; + yQ; + ^q; + tQiy. 

08. Définition de la classe des surfaces. On appelle 
classe d*une surface S le nombre de plans tangents que Ton 
peut mener à S par une droite A, prise arbitrairement dans 
l'espace. 

Soient Mo, M^, deux points pris sur A, en exprimant que 
le plan tangent à la surface qui correspond à Téquation 

f{x,yyZ,t) — o, 

au point U {Xyy,z,t) pris sur cette surface, passe par Mo et 
M,, on a, pour déterminer les coordonnées du point M, les 
équations : 

f{x,y,z,i)=zo, 
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Il résulte de là que la classe d'une surface de V ordre m est 
tout au plus égale à m {m-- i)'. 

En particulier, les surfaces du second ordre sont aussi iles 
surfaces de la seconde classe, 

04. Mormales. La normale à une surface 2, en un point 
M pris sur cette surface, est la perpendiculaire élevée en M 
au plan tangent P, à S, en ce point M. 

Si Ton désigne par a?, y, 2:,/, les coordonnées de M, Véqua- 
tion de P étant 

xr;+Y/*;+z/';+T/';-o, 

les équations de la normale sont 

r "" /' "" r ' 

' X 'y ' z 



0&. Plan polaire. Théorème. Etant donnée une qua- 
drique Q; si, par un point Me (XojPo^Zo^to), on mène une 
transversale mobile A, rencontrant Q aux points A et B, le lieu 
du point [L, conjugué harmonique de Mo , par rapport au seg- 
ment AB, est un plan. Ce plan est appelé plan polaire c^a Mo, 
par rapport à Q, 

Soient X,Y,Z,T, les coordonnées de A et a?,y,z,^, celles de 
|x, on a 

X Y Z T 

iTo-f-Xa? 2/0 4- Ày Zo-h^^^z to-h'kt' 

. , AMo 

A désignant le rapport -- — . 

L'équation de la quadrique étant 

Qir/-(X,Y,Z,T):z:o* 
on a donc 

f{Xo -h '>-x, 2/q ■+* >^2^, Zo 4- ^2, to -f- XO = o ; 
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ou, comme nous l'avons déjà remarqué tout à l'heure, 

o »o ""o 'o' 

Les deux valeurs de X, qui sont les racines de cette équation, 
représentent les deux rapports : 

AMo BMo . 
Ap* Bii. 

rapports qui sont égaux et de signes contraires. On a donc, 
finalement, 

(P) xf;-^yr -h-zfl -h/A'=o. 

^o yo -o ^o 

Le lieu du point [l est le plan qui correspond à cette équation. 




L'équalion du plan polaire a la même forme que celle du 
plan tangent, mais les coordonnées du point de contact sont 
remplacées par celles du pôle. On peut observer que le plan 
polaire est représenté, indifféremment, par Téquation (P), 
ou par la suivante : 

(P') ^/;-+-y/;-hv;-f-^o/*; = o. 

90. Remarque. Si Ton rapproche les équations (C) (§ 92), 
et (P), on o'bserve que le cône circonscrit à Q et ayant pour 
sommet le point Mo, passe par la courbe d'intersection de Q 
avec le plan polaire de Mo . Ce résultat est évident, à priori, 
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puisque le point [x coïncide a^ec les points A et B, quand la 
transversale A rencontre Q en deux points confondus. 

9*9 . Équailoas de la ttkugente A uae (Miurfoe. Ima- 
ginons une courbe C, intersection des surfaces qui corres- 
pondent aux équations : 

U = o, V = o. 

Soit Mo un point de C ; la tangente à C, en ce point, est 
l'intersection des plans tangents aux surfaces considérées &a 
ce même point. Par conséquent les équations cherchées sont : 

xU' H-yU' 4-^U' -f.<U' =0, 
xT 4-2/V -hzY' -f-^V' =0. 

^o Vo ^o 'o 

On peut d'ailleurs établir directement ce résultat en pre- 
nant les équations d'une droite passant par Mo et un point M, 
pris sur C, et voisin de Mo; puis en supposant que M se 
rapproche de Mo et vient se confondre avec lui. 

Dans cette manière de faire, qui est l'inverse de celle que 
nous avons adoptée, on déduit l'équation du plan tangent de 
celles de la tangente. 

08. Cylindre clr€M»nscrlt ù, une quadrlque. Suppo- 
sons qu'une droite mobile A, rencontre une quadrique Q, en 
deux points coïncidents et qu'elle reste toujours parallèle à 
une direction fixe; savoir, celle de la droite qui a pour équation 

X y z 

a 6 . y' 

le lieu décrit par A est un cylindre qui a pour équation 

(D) 4Q9 (a, 6, y) = « + 6q; ■+- ïq;)', 

en désignant, comme d'habitude, par <p (a?,y,z) le groupe 
homogène des termes du second degré dans la forme Q. 

Cette égalité peut se déduire de l'équation (C), (§ 92), en 
supposant que le point {XojPoyZo) s'éloigne à l'infini dans la 
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direction (a, 6, y); mais nous voulons établir, directement, 
ce résultat. 

Prenons sur A un point arbitraire M (X, Y,Z) ; les coordon- 
nées d'un point de celte droite sont alors exprimées par les 
formules : 

y = Y-h6p, 

Écrivons que le point x^y^z est situé sur Q, et nous avons, 
pour déterminer p, l'équation 

9 (XH- api Y + 6p, Z -^•rp) -h ?| (X -H ap,Y+6p, ZH-yp)H-?o = o- 

ou, 

P* ? («> «» y) -+- P [«?i -»" *?i -+- Wm + ?i (a»^Y)] 

^?(X,Y,Z)H-9,(X,Y,Z)H-Ço = o, 

ou, encore, 

p>(«, 6, y) -h p («Qx 4- «Qi H- ïQx) + Q = ^• 

Cette équation devant avoir ses racines égales, nous trou- 
vons bien le résultat annoncé (D). 



EXERCICES 

4. Vérifier que le plan tangent à la sphère est perpendiculaire sur le 
rayon qui aboutit au point de contact. 

1t, Exprimer que la droite qui correspond aux équations 

x — Xq _ y — V o _ z-'Zq _ 

est tangente à la sphère ayant pour centre l'origine et un rayon égal à R. 
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On écrit que Téquation en p a deux racines égales ; le résultat est 

[ooe, -f- 6y„ + yz,)' = («' -f- 6* + v') {xl -hpl + zl- R*) . 

3. Démontrer les propriétés suivantes qui, dans la géométrie de l'espace , 
servent de base à la transformation par polaires réciproques : 

10 Si un point A est mobile dans un plan M ; le plan polaire a de ce 
point X pivote autour d'un point fixe ji; (x étant le pôle de M; et réciprO' 
quement, 

2* Si A parcourt une certaine droite A, a pivote autour d'une droite 
fixe A'. Ces droites A,A% sont dites droites eoDjn^ées. 

.^^ Les droites conjuguées sont réeîpr^quem ; c'est-à-dire que A' étant 
conjuguée de A , si un point B décint A', sur son plan polaire B pivote 
autour de la droite A ; A est donc aussi la conjuguée de A'. 
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99. S^arffaces enveloppes. ^- DéflniÉion de la carac- 
téristique. Supposons que Téquation d*une surface H, 

f{x,y,z,(x)zzo, 

renferme un paramèlre variable a; si nous donnons à ce pa- 
ramètre deux valeurs particulières : 

a, a 4- ^*, 

nous obtiendrons deux surfaces correspondantes 2' , 2% dont 
les équations sont, respectivement, 

(2') f{x, y, z, a) =: o, (2^') f{x, y, ^, a -f- Aa) zr o. 

Ces deux surfaces 2' , 2'', se coupent suivant une courbe y» 
et les coordonnées d'un point quelconque de y vérifient, 
simultanément, les deux équations suivantes : 

Si nous imaginons maintenant que Aa tende vers zéro, la 
courbe y a, en général, une position limite bien déterminée, 
que nous désignerons par F. 

Cet^e courbe F, que Monge a appelée la caractéristique, 

a donc pour équations 

(F) f{x,y,z,x) — o, f'^{x,y,z,%)-o. 
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lilé â lieu quel que soit K; et Ton obtient Tenveloppe, quand 
il en existe une, en éliminant a et 6 entre les équations 

(i) fzzo, r^zzo, r^-o. 

104I. Remarque. On doit observer que dans le cas de 
deux paramètres variables, l'idée de la caractéristique, et la 
propriété qui y est attachée, disparaissent. Les surfaces qui 
correspondent aux équations (i) ont, en général, un ou plu- 
sieurs points communs qu'on pourrait appeler points carac- 
téristiques. Le calcul que nous venons d'indiquer a pour but 
la recherche du lieu décrit par ces points ; l'enveloppe trouvée 
est encore tangente aux enveloppées, non plus le long d'une 
courbe, mais seulement aux points caractéristiques. 

lOS. Théorème. Lorsque l'équation d'une surface S 
renferme trois paramètres variables u, v, w, cette équation 
étant 

(i) f{x,y,z,u,v,w)zzo, 
et lesparamètres vérifiant légalité 

(2) (p(w,t),^^^)zzo; 

lenveloppe de S s'obtient en éliminant u, v, w, entre les équa- 
tions données et les suivantes : 

f r f 

~7 -"*""/ — "T * 

Tu 10 Tmj 

Si l'on peut tirer w de la relation (2), en portant cette 
expression dans (i),on retombe dans le cas que nous venons 
de traiter. S'il n'en est pas ainsi, on peut considérer z^) comme 
une fonction de u et de v. On a donc 

et. 
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Ces égalités donnent, finalement, 

r r r 






106. Application. Trouver Venveloppe de plan P qui a 
pour équation 

ux-hvy -hwz :=: i , 
les paramètres UfVyW, vérifiant la relation 

a'u* -h bV -h c*w* =, 1 . 

Les égalités (1) appliquées à cet exemple, donnent : 

a*u "" b*v ~" c*w ' 
On en déduit, d'abord, 

ux _ vy^ _ "^^ _ ux-hvy-hwz _ 



a*u* bV c*w* "^ aW -h bV -h c*w' 
puis, 



_^ o, ^b ^ c L.^' ^* ^* 

au bn^ cw'~ 1 

L'équation de l'enveloppe est donc 

(E) ^,-hfïH-^-i=o. 

109. Idée des coordonnées tan^entielles. Lorsque 
les paramètres w,v,t<;, qui représentent les inverses des 
coordonnées à l'origine du plan P qui a pour équation 

(1) t^4-vy-ht^iJ = 1, 
vérifient la relation 

(2) ç(i^,V,tl?) = Q, 
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on dit que u,v,Wy sont les coordonnées tangeniielles du plan 
P, et (a) représente Véquation tangentielle de la surface enve- 
loppée par P. 

Nous venons de montrer, sur un exemple, comment on 
passait de Téquation tangentielle à Téquation cartésienne; 
on peut, de même, effectuer la transformation inverse et 
déduire, d'une équation cartésienne donnée, Téqualion tan- 
gentielle de la surface qui correspond à celle-ci. 

Prenons Téquation (E), trouvée tout à Theure, et propo- 
sons-nous de trouver Téquation tangentielle qui lui corres- 
pond. 

Soient x\y\z\ les coordonnées d'un point M' de cette sur- 
face ; le plan tangent en M' a pour équation 

xx^ yy^ zz' 
a b c 

Nous avons donc, 

x/ y' 2' 

u = -„ 1, = -, «, = -.; 



avec la condition : 



ic" y" 3" 
a b c 



• 



L'élimination des paramètres x',y\z\ donne, finalement, 

a*w* -f- bV -f- c^id^ zn 1 ; 

nous retrouvons ainsi l'équation tangentielle considérée au 
paragraphe précédent. 

108* Équation tang^entlelle g^énérale des quadii- 
ques. Soit 

ux-k-vy-^wz-hf^l^ii)^ 

réquation d'un plan P, que nous supposons tangent à la qua- 
drlque qui a pour équation 

f(x,y,Zyt)^o, 
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Soient (Xo ,^0,^0, Q les coordonnées du point de contact. 
L'équation de P, sous une autre forme, étant, 



^r -^yf -+-^r -^^r, =^> 



nous avons donc 



/■' /'' /*' /'' 

J'o ' yo '^ '^ <s 



? 



en désignant par — X la valeur commune de ces rapports. 

Revenons maintenant à la forme explicite et nous obtenons 
les égalités : 



(i) 



Aa?o + B'Vo + B'^o -h C^ +mX: 
Wx^ -r AVo + B^o + G7o + uX : 
B'iCo + Byo + A"z, + G'7o + i^X: 
Cxo + CVo + (^"z, + D/o + pX : 



o. 



o. 



o- 



o; 



auxquelles il faut adjoindre la suivante : 

Multiplions ces relations, respectivement , par x^yVo^^Jo 
et — 1, puis ajoutons les résultats obtenus, nous avons 

(2) tiXo 4- 'oyo -^ wZo + pto=^o* 
Si entre (1) et (2) nous éliminons oTô , yo > ^o A et X, il vient 



H 



u 

10 



9 



W, V, IVy p O 

C'est réquation générale des quadriques dans le système 
des coordonnées langentielles. 



t>E L. TOVB lit. 



EXERCICES 

1. Démontrer que si les équations d'une courbe gauche peuvent se mettre 
sous la forme: 



X 



V 



t 



II 



(e) v(e) 'w[^) p(ô) 



le plan osculateur au point M, (a;, y, s, t), a pour équation 



(i) 



X 

u 



Y 

V 



u V 



,'f mJI 



Z 

w' 



T 
P 



U' V w 



" ^1/ 



o 



On appelle plan osenlatenr eu uo point M d'une courbe U un plan P 
qui passe par ce point et qui rencontre U en un certain nombre de points , 
parmi lesquels trois coïncident avec M. 

Le plan osculateur étant représenté par 



AX-hBY4-CZ + DT = o, 



l'équation suivante : 



A.w (fi)+B,v (e) +C.W (e)-l-D.p (0) =: o, 



doit avoir une racine triple. On a donc 



Aw' + Bv' + Cio' + Dp' z=. o, 



et, 



Au" + Bv" + Cw" + Dp'' = o. 

De cette remarque on déduit Tégalité (i). 

S. Appelons, avec Monge, arête de rebronssemeat, le lieu des points 
communs à une caractéristique et à l'enveloppée voisiîie. 

On propose de démontrer: 

1° Que l'équation de l'arête de rebroussement s'obtieîit en éliminant a entre 
les équations: 



j" Que chaque caractéristique est tangente à l'arête de rebroussement. 
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3. Trouver l'équation générale du plan tangent au point M (j, y, i) en 
exprimant que fa section obtenue a, en M, un point double. 
On peut raisonner ainsi. Soit 

Z — 2 = A(X — a:)-f B(Y — 2/) 

Téquation cherchée. La projection de Tintersection sur le plan XOY admet 
un point double (le point Xj y). D'ailleurs on peut considérer Z, comme 
une fonction d*X et d'Y et en écrivant que les dérivées partielles par rapport 
à X et Y, sont nulles pour X = a;, Y = y, on a 

' X * X ' z ' y y* 
ou 

On en déduit 

r f 

A— — — B— — -2 

r: r: 

t 

et, finalement, Téquation du plan tangent est 

(X-a;)/-; + (Y-y)/;-|-(Z-2)/';=o. 

4. Plans réciproques. — Sarflse« de Steiaer. On considère un té- 
traèdre A,B,C,D, et un plan P rencontrant les arêtes de ce tétraèdre en six 
points que nous représenterons par 

(AB), (AC); (AD), (BC), (BD), (CD). 

Considérons Vun d'eux, (AB) par exemple, et prenons le symétrique de ce 
point par rapport au milieu du segment AB. Nou^ obtiendrons de la sorte 
six points 

(AB)', (AC)', (AD)', (BC)', (BD)', (CD)'. 

Ces six points sont évidemment situés dans U7i plan. Nous le désignerons 
par P' et nous dirons que les plans P et P' sont réelproqoes pot/r rappelei- 
que si P' est le plan déduit de P, d'après la loi précédente ; réciproquement 
P est te plan qui correspond à P'fdans cette transformation. 

Ceci posé, on imagine que le plan P tourne constamment autour d'un point 
fixe M, et Von propose de démontrer que le plan réciproque enveloppe une 
surface du quatrième ordre et de la troisième classe. 

Cette remarquable surface, découverte par Steiner, jouit de la propriété 
singulière d'être coupée par un quelconque de ses plans tangents suivant 
deux coniques ; on propose de vérifier cette proposition. 
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Pour simplifier les calculs od pourra considérer d'abord le cas où le 
tétraèdre est régulier, le point M étant le centre de gravité de ce tétraèdre ; 
on obtiendra alors la surface de Steiner régulière. On vérifiera, et ceci 
est d'ailleurs une propriété de toutes les surfaces de Steiner, que la surface 
repose par quatre coniques doubles sur les faces du tétraèdre de référence. 

Nous signalerons a\issi la présence sur cette surface de trois droites doubles. 
Si par M on mène une droite recontrant AB au point I et CD au point J, 
en prenant le point F symétrique de I par rapport au milieu de AB et de 
même J' symétrique de J par rapport au milieu de CD ; l'J' est une des 
droites dont nous voulons parler. A un plan passant par IJ correspond un 
plan réciproque passant par la droite fixe FJ' ; tout point de F J' est un 
point double de la surface. 

Comme il y a trois droites passant par M et s appuyant sur les arêtes 
opposées du tétraèdre, il existe trois droites doubles dans la surface de 
Steiner. Un plan tangent coupe la surface suivant une courbe du quatrième 
ordre ayant qtiatre joints doubles. C'est pour ce motif qu'elle se décompose 
en deux coniques. 

Dans le système tangentiel, l'équation de la surface de Steiner est 



a 




b 




c 




d 


— 


-f- 


— 


-h 




-h 




u 




V 




w 




9 







Cette relation très remarquable est due à M. Moutard, 
Dans le système des coordonnées tétraédraJes, l'équation de la surface 
est 

v/A^ -h y/By -h y/ci -*- v/DÏ = 0. 

Elle représente un cas particulier des surfaces que De la Gournerie a 
nommées surfaces tétraédales symétriques simples, 

6. On considère un tétraèdre ABCD et deux points M et M'. Par la droite 
MM' on fait passer un plan P, trouvei^ V enveloppe des plans réciproques P'. 

Cette surface S, qui appartient au genre des surfaces développablesi}), est 

1. Les surfaces réglées, c'est-à^ire celles qui sont engendrées par le mouvement d'une 
droite, sont de deux espèces : les surfaces gauches et les surfaces développables. 

On distingue ces deux genres en cherchant si deux génératrices inflniment voisines ont 
ou non, un point ^commun. Lorsque l'équation d'un plan ne renferme qu'un seul paramètre 
variable, ce plan enveloppe une surface développable. 

En eflfet, les intersections successives sont, comme nous l'avons indiqué, tangentes à une 
courbe que nous avons nommée arête de rebroussement (ex. 2); et, lorsqu'une droite A se 
meut en restant tangente à une courbe gauche U , le lieu décrit par A est une surface 
développable. 

Pour le démontrer, considérons deux points A et B sur la courbe U et les tangentes 
cofrespondantes A et A'. Loi^que le point fi se rapproche indéfiniment de A, la droite 
AB a pour position limite, la droite A, et le plan (AB, A'j devient alors un plan dont la 
position est bien déterminée ; c'est le plan osculateur au point A. Les deux droites A et A' 
sont donc, à la limite, situées dans un plan bien déterminé ; c'est ce fait qu'on traduit en 
disant que A et A' ont, à l«t limite, un point commun. 
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l'enveloppe de toutes les surfaces de Steiner qui correspond aux différents 
points de MM' ; elle est du quatrième ordre. En considérant parmi ceux- 
ci les deux points pi, |ji' qui appartiennent aux plans ABC, ABD, on voit 
que les plans P passant constamment par {& donnent ?ur ABC des droites A 
qui tournent autour de (i.. Par suite, les transversales réciproques A' enve- 
loppent une conique inscrite à ABC (G. plane ; p.5og). Cette remarque s'ap • 
plique au point ^' et Ton voit que la développable circonscrite à deux 
surfaces de Steiner peut être engendrée de la manière suivante : 

On donne deux plans 'ABC, ABD et dans chacun d'eux deux coniques 
Y et y' tangentes à la droite AB ; par un point M mobile sur AB on mène 
à y et à y' des tangentes MT, M'T' ; le lieu décrit par les dt*oites Tï' est la 
développable 23. 

6. Trouver l'équation de /llélleoide déTeloppable, surface qui est 
engendrée par les tangentes à VHélice. 

En prenant Taxe du cylindre pour axe OZ, une droite rencontrant Vflélice 
pour axe OX, et une perpendiculaire au plan YOZ pour axe OY, les équa^ 
lions de THélice sont 

x'-^y' — K\ |z=sin— ; 

R désignant le rayon de base du cylindre, et / la longueur du pas de 
r Hélice. 
On trouvera que l'équation de l'Helicoïde développable est 



l VnF^ 1— arc.ig ^'-y' 
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GÉNÉRATION DES SURFACES 



Nous nous proposons maintenant de chercher les formes 
générales affectées par les équations de quelques familles 
de surfaces remarquables; telles sont les cylindres, les cônes, 
les conoïdes, et les surfaces de révolution qui vont nous 
occuper dans cette leçon. 

1 QiB. Surfaces cylindriques. (Équation générale.) Soient 

(i) R=:o, Tzzo, 

les équations d'une droite fixe OA. Imaginons qu'une droite 
GH, parallèle à OA, se transporte en s'appuyant constam- 
ment sur la courbe G qui a pour équations 

(2) Uizio, \ = o. 
Les équations de la génératrice GH sont 

(3) R = x, T = 6; 

OL, 6, désignant des paramètres arbitraires. 

Les égalités (2) et (3) sont vérifiées par les coordonnées du 
point 6; si nous éliminons x,y,Zy entre ces équations nous 
trouverons que les paramètres a, 6, vérifient constamment 
une certaine relation que nous représenterons par 

(4) /^(«,6) = o. 

Pour avoir le lieu décrit par GH, il reste à éliminer a et 6 
entre (3) et (4). L'équation de la surface cylindrique est donc 

(A) AR,T) = o. 
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Le premier membre de l'équation d'un cylindre présente 
donc cette propriété remarquable d'être wne fonction de 
deux formes linéaires. 



Fig. i3. 

Ce fait algébrique est caractéristique des surfaces cylin- 
driques; c'est ce que nous allons montrer. 

1 lO. Théortme. Lorsgi'e réqualîon d'une surface S peut 
se mettre xous la forme 

{.) AB,T) = .., 

R, T, désignant des formes linéaires; cette surface est un 
cylindre. 
Coasidérons l'équation indéterminée 

Cl') /(».«) = ». 
laquelle, en général, admet une inanité de solutions; soit 
(a' ,6') l'une de ces solutions. Prenons maintenant la droite 
Â qui a pour équations 

(a) R — a', T — S'; 

si nous chercbons rinlerseclion de A et de S', il faut résoudre 
les équalion.s (i) pl (a) qui, par combinaison, donnent 

/■(»■,!■) = », 
égalité qui est vérifiée, par hypothèse. Ainsi les trois équa- 



1 
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lions (i) et (a) se réduisent à deux, la droite A rencontre 
donc S en un nombre infini de points ; en d'autres termes, A 
est située sur S. 

Si nous imaginons maintenant toutes les solutions de (i') 
et les droites A correspondantes, en prenant une courbe U 
qui les rencontre toutes, on pourra considérer S comme 
une surface engendrée par une droite A qui est constam- 
ment parallèle à la droite fixe qui a pour équations 

R=:o, T==:o; 

ainsi, la surface 2 est un cylindre. 

D'ailleurs, et c'est une remarque qu'il importe de faire, 
tous 1 es points de S ont été obtenus par le procédé que nous 
venons d'exposer. En effet, soit Mo un point de S, on a : 

/•(R„To) = o. 

Parmi les solutions de (i') on doit donc trouver 

az=R,, 6z=To; 

par conséquent, la droite Ao qui correspond à cette solu- 
tion, droite qui a pour équations 

R = R„ T=:To, 

passe par Mo; ce point a donc été obtenu par la construction 
indiquée pour les droites Aq. 

# 

lit. Théorème . Le plan tangent au cylindre est le ménidy 
pour tous les points d'une génératrice donnée. 
Soit 

/•(R,T)— o, 

réquation du cylindre proposé et soient (Xo ,yo,^o, O ^^s 
coordonnées d'un point Mo pris sur une génératrice A. 
Les équations d'une génératrice quelconque étant : 
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celles de A sont donc, 

(i) RzizRo, T=:T„. 

Prenons maintenant, sur A, un second point M, (ir^, t/,, z,y 
t^) ; les plans tangents aux points Mo et M|, ont pour équation, 
respectivement, 

(2) nrj, +Tr; =0, R/^i -+-T/; =0. 

o o 11 

D'ailleurs, le point M étant situé sur A, ses coordonnées 
vérifient les égalités (i), et nous avons : 

R,=:Ro, etT,=:To. 

Ainsi, les équations (2) sont identiques. 

1 19. Sorffaces CMioiques. Équation générale. La surface 
conique est déterminée par le mouvement d'une droite A, 
s'appuyant constamment sur une courbe U et passant par un 
point fixe S {Xo, Vo, z^^ appelé sommet du cône. 

Le point S peut être considéré comme le peint commun aux 
plans qui ont pour équation, respectivement, 

P — 0, Q:=io, R = o. 
Les équations de A sont donc : 

P-Po Q~Qo R-Ro 



(0 



6 Y 



a , 6 , Y> désignant des paramètres variables. En éliminant 
rr, y, z^ entre ces équations et celles de U on obtiendra entre 
;c , 6 , Y, une certaine relation 

(3) /(a,6,Y)=o, 

qui est, nécessairement, homogène en a,p,Y, puisque, les 
égalités (i) sont homogènes par rapport à ces lettres. 

Les équations (1) et (2) prouvent que le lieu décrit par A 
a pour équation 

(3) /(P-Po, Q-Oo, R~Ro) = o. 
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En posant : 

P-'p;s:U, — QoSrV, R-Ro = W, 
réquation (3) devient : 

(B) /•(U,V,W)=:o, 
f désignant une forme homogène des lettres U,V,W. 




Fig. 14. 

Cette propriété est caractéristique des surfaces coniques. 
C'est ce que nous démontrons dans le paragraphe suivant. 

113. Théorème. Si les équations 

U = o, V=zo, W=:o, 

représentent trois plans ayant un seul point commun S, point 
situé à distance finie, et si /'(U,V,W) est une fœ^me homo- 
gène des lettres U,V, W, V équation 

(S) nu,v,w)=o 

représente un cône ayant pour sommet S. 

Désignons par a , p , y une solution de Téquation (S) et 
considérons la droite A qui a pour équations. * 

U_V_W 

a 6 Y 
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Cette droite passe par S et elle est située tout entière, sur 
la surface (E), puisque nous supposons 

Si nous imaginons toutes les solutions de Téquation (i) et 
les droites A qui leur correspondent, si nous traçons ensuite, 
sur la surface considérée S, une courbe A rencontrant toutes 
ces droites, nous pourrons dire que S est engendrée par une 
droite passant par un point fixe et s'appuyant sur une courbe 
donnée ; en d'autres termes, 2 est une surface conique. 

On voit d ailleurs, en reproduisant le raisonnement que 
nous avons donné plus ha ut (§ i lo), que tous les points de H 
peuvent être obten us par la génération précédente. 

114. Théorème. Le plan tangent à une surface conique , 
est le même pour tous les points d'une même génératrice G. 
Prenons, sur la génératrice G qui a pour équations 



U_V_W 
a 6 Y * 



deux points Mo, M^. 
lies équations 



o o n 111 

représentenl les plans tangents correspondants. Nous avons, 
d'ailleurs, 

Un__V«_Wo ,U,_V,.__W,. 

a 6 Y a 6 y 



par suite, 



U V W 



Mais f (U,V,\V), représentant une forme homogène, les 
équations (i) sont aussi homogènes: la première par rapport 
à Uo, Vo, Wo', l'autre par rapport à U,, V,, W,. Ainsi, et en 
vertu des égalités (2), les deux équations sont identiques. 
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1 15. Remarque. Les formes linéaires U^V, W que nous 
avons considérées plus haut (§112) sont homogènes par 
rapport aux binômes : 

réqualion (B), du paragraphe cité, est donc aussi homogène par 
rapport à ces binômes. Ainsi V équation d'Une surface conique 
est homogène par rapport aux binômes x — Xo^y — yo, z — Zo; 
(070, yo» ^o) représentant les coordonnées du sommet, 

La réciproque est vraie et elle peut èlre considérée comme 
démontrée par le théorème plus général, établi au para- 
graphe précédent. 

ItG. Définition des Conoiîdes. Lorsqu'une droite mo- 
bile G est assujettie aux conditions suivantes: 

i*^ De rencontrer toujours une droite fixe A, nommée ILiLe, 

2° D'être constamment parallèle à un plan donné P, dit 
plan directenr^ 

30 De s'appuyer sur une courbe donnée y, appelée direc- 
trice i 
la droite G engendre un Conoïde. 

Lorsque Taxe est perpendiculaire sur le plan directeur, on 
dit que le conoïde est droit ; il est oblique j dans l'hypothèse 
contraire. 

Dans certains cas, la génératrice G, au lieu de rencontrer 
une courbe y, reste tangente à une surface œ ; comme le point 
de contact de G et de a décrit, sur cette surface, une certaine 
courbe que Ton peut prendre pour directrice, on voit que ceS 
deux modes de génération des conoïdes rentrent l'un dans 
l'autre. 

117. Théorème. L'équation générale des conoïdes est 

(G) /(p,^) = o; 

P,U,V, désignant des formes linéaires, La réciproque est 
vraie ; toute équation de la forme (1) représente un conoïde. 



f * 
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En effet, la droite G étant parallèle au plan directeur, 
Tune de ses équations est 

(i) P = a, 

P =z: o étant celle du plan directeur. D'autre part, les équations 
de l'axe étant 

U = o, V = o, 

la droite G est située dans un plan passant par Taxe et dont 
réquation peut être représentée par 

(i) U=gV. 

En exprimant que la droite qui correspond aux équations (i) 
et (2) rencontre la directrice, on obtient, entre les paramètres 
variables a, 6, une certaine relation 



/•K«) 



0. 



Le lieu décrit par G est donc la surface qui a pour équa- 
tion 

/■(p.v)='- 

Réciproquement y toute équation de ce genre représente un 
conoïde. Prenons, en effet, une solution particulière a', 6', 
de réquation 

et considérons la droite G qui a pour équation 

P=:y, H = 6; 

G est située, tout entière, sur la surface considérée, puis- 
que f (a', 6)=:o. De plus, on voit que G, dans son mouve- 
ment, reste parallèle au plan qui a pour équation P = 0, 
et rencontre constamment la droite qui correspond aux 
équations U=:o, V=zo. En traçant, sur la surface (G), une 
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courbe rencontrant toutes les droites 6, on voit finalement 
que cette surface est un conoïde. 

tlB. Surfaces de révolution. Equation générale. On 

sait qu'une surface de révolution S est engendrée par la ro- 
tation d'une courbe U, plane ou gauche, autour d'une droite 
fixe A, nommée axe de la surface. Tout point M, pris sur U, 
engendre un cercle ayant son centre sur A, ces cercles sont 
les parallèles de S; enfin, les sections obtenues par des plans 
passant par Taxe sont des courbes égales, dites méridiennes. 
Prenons sur Taxe un point 0' {Xo, Poy Zo) ; et soient 



(A) 



x-'Xo_y — yo_Z'-Zo 



a 6 Y 

les équations de cette droite. Le parallèle MM' peut être con- 
sidéré comme étant obtenu en coupant la sphère de centre 0', 




Fig. i5. 

et de rayon O'M, par un plan, passant par M, perpendicu- 
lairement à A. Les équations du parallèle F sont donc: 

S= (a;— a:o)*+(2/— yo)'+U— ^o)*+2(y— y,)(2— s3ro)cosX 
+ 2{z^Zo){x-Xo)cos\f.'{-2{x—Xo){y—yo)cos^ = i, 

et V = (x{x — Xo) + e(y'-y,) + y{z-'Zo) = ^. 
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Les coordonnées de M vérifient, à la fois, ces deux équa- 
tions et celles de la courbe U. En éliminant a?, y, 2 entre ces 
quatre équations, on obtiendra, entre les paramètres vaiîables 
(I, 8), une certaine relation que nous représenterons par 

Ainsi, le lieu décrit par F est une surface qui a pour équa- 
tion 

/•(S,P) = o, 
les formes S et P ayant la signification indiquée. 

ftt9. Théorème. Lorsque V équation d'une surface ^petU 
se mettre sous la forme suivante : 

/•(S,P) = o, 

S représentant le premier membre de Véquation d'une sphère^ 
dans le système d'axes qu'on a choisi ; P étant une forme H- 
néairCy cette surface S est de révolution; et les équations de 
raxe s'* obtiennent en abaissant du centre de la sphère (Szno), 
une perpendiculaire sur le plan (Pizzo). 
En effet, soit (a' , 6') une solution particulière de Téquation 

(i) /^(a,6)=o. 
Considérons le cercle V qui correspond aux équations 

(2) S=:a', (3) P = 6'; 

r est situé tout entier sur S, puisque f (a' , 6') zn o. Le centre 
de r s'obtient d'ailleurs en abaissant du point 0', centre de 
la sphère (2), une perpendiculaire A sur le plan (3). Cette 
droite A est fixe, quand a' et 6' varient; et si Ton ima- 
gine une courbe U rencontrant tous les cercles tels que F, qui 
con*espondent aux solutions de (1), on pourra dire que S est 
engendrée par la rotation de U autour de A. La surface ^ 
est donc de révolution. 
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190, Théorème. Le plan tangent à une sur face de révo- 
lution est perpendiculaire sur le plan méridien qui passe par 
le point de contact. 

Prenons des axes rectangulaires, ayant pour origine le 
point 0' de Taxe A (flg. i5). L'équation de S est alors 

/•(X* + Y2 + Z*, AX + BY + CZ) = 0, 
ou 

en posant 

(i) 5S:X*4-Y*+Z*, et (2) /)=:AX-hBY-hCZ. 

Soient Ç , r^ , Ç , les coordonnées du point M, dans le système 
(0' , XYZ.) L'équation 

(X - 5) /•; 4- (Y - yj) ^; +(Z- î) f'^ = «, 
représente le plan tangent au point M. On a, d'ailleurs, 

/^zsîZ/'l + G/-;; 
et réqualion précédente devient ; 

(3) (X - 5) {Af\ -H A/-;) + (Y - rî) (2 r/; -4- W',) 

D'autre part, les équations de l'axe s'obtiennent en abais- 
sant, du centre de la sphère (1), une perpendiculaire sur le 
plaû (2) ; par conséquent, les équations de A sont 

X Y Z 



ABC 
Le plan qui passe par A, et par le point M, a pour équation 

«' ia-i)+i(è-i)-c-(!-i)=». 
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et pour démontrer que les plans (3) et (4) sont rectangulaires, 
il suffit de vérifier l'identité évidente 

(^'Z^: + A/*;) (Ct) - BO + (at;/^; + hQ {K - C5 ) 

191 . Corollaire. La normale, enunpoint arbitrairement 
choisi sur une surface de révolution, rencontre l'axe. 

Cette propriété qui peut s'établir directement, et très 
simplement, en prenant Taxe de la surface pour l'un des 
axes de coordonnées, est la conséquence géométrique immé- 
diate du théorème précédent. 

Si Ton observe qu'une surface de révolution peut toujours 
être engendrée par la rotation d'une méridienne autour de 
Taxe, on voit que les plans tangents à une surface de révolutiouy 
le long d'un parallèle donné, vont passer par un même point, 
situé sur Vaxe, 

On déduit encore de cette remarque, et du corollaire I, 
que les normales à une surface de révolution le long d^un 
parallèle donné, coupent Vaxe de la surface au même point. 

199. CondiÉionpour qu'une quadrique soit de révo- 
lution. Lorsqu'un e surface du second ordre est de révolution, 
son équation étant une fonction de la forme sphérique S et 
de la forme linéaire P, on a 

et, par suite, si les axes sont rectangulaires, 

?« (^,^,3:) — S (a;' + 2/' -h z*) =: 6 (mx -h ny -hpz)% 

Cette identité est caractéristique des surfaces du second 
ordre de révolution; elle sert de base aux développements 
qui suivent. 

La forme quadratique 

étant un carré parfait, nous avons démontré en algèbre (§ 353) 

De L. Tome lll. 8 
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que tous les mineurs du discriminant sont nuls. Le discri- 
minant de la forme (i) est 

A — S B" B' 

B» A' —S B 
B' B A" — 



A(S) = 



O. 



et Ton a 

B (A — S) = B'B", (A - S) (A' — »);=; B''*, 

{^) B'(A'-S)=:BB", (3) (A'-S)(A''-S) = B% 
B" (A" - S) = BB' ; (A''— S) (A — S)=:B'*. 

On doit ici distinguer deux cas, suivant que le produit 
BB'B" est nul, ou différent de zéro. 

!«' Cas. Si l'on suppose d'abord BB'B" ;zf o, les égalités (2) 
donnent 

S_A ^ _A ^_A~-^. 

D'ailleurs, si ces relations sont vérifiées, les égalités (3) le 
sont aussi. 
Les nombres : • 

B'p'' UR" ïin' 

se rencontrent dans un grand nombre de questions relatives 
à Tanalyse des quadriques ; pour une raison que nous don- 
nons plus loin, nous les appellerons nombres de JacohL 

Ceci posé, on peut énoncer la propriété suivante : 

Dans le cas général^ pour qu'une surface du second ordre 
soit de révolution^ il est nécessaire et suffisant que les nombres 
de Jacobi soient égaux, 

»e Cas. Supposons maintenant que le produit BB'B'' soit 
nul, et soit B" le facteur qui est égal à zéro. 

Les égalités (2) et (3) deviennent 

B(A — S)=:o, (A-S)(A' — S)=:::o, 
B'(A'— S) = o, (A'--S)(A''— S)=B', 
BB'i-o, (A''-^S) (A --S)~B'', 
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Le produit BB' étant nul, il est nécessaire que l'un des 
facteurs soit nul; supposons B'=io. Les égalités précédentes 
se réduisent, et donnent 

B(A-S)3zo, (A-S)(A'-S) = o, 

(A'-S)(A"-S) = B*, 
(A"-S)(A-S)=:o. 

La première prouve que Ton doit faire l'une ou l'autre des 
hypothèses suivantes : 

1** B;zfo, A = S; 
2» B = o, A^fS; 
3° Bzzio, A=:S. 

Dans ces différents cas. on trouve 

1° B' = (A'-A)(A"-A), 

2« A' = A^ 

3° AzziA', ou A = A^ 

En résumé, lorsqu'une surface du second ordre est de révo- 
lution y si son équation ne renferme pas Vun des termes : 

^Byz, 2B'zXy iB"xyy 

il est nécessaire que deux des coefficients B, B', B" soient nuls; 
ou qu'ils soient nuls tous les trois, simultanément. 
Dans le premier cas, si l'on suppose : 

B'=:o, B^ = o. et B;2iti), 
la quadrique est de révolution, si Von a 

B* = (A' — A)(A'' — A). 

Dans le second cas, les coefficients B , B' , B" étant nuls, 
la surface est de révolution, si deux des coefficients K, A' , A'' , 
sont égau^t, 

A93. Problème. Une qtiadrique étant de révolution ^ 
trouver les équations de Vaxe de la surface • 
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i^Considérons d'abord le cas général et supposons BB'B";zfo. 
En posant, comme nous l'avons fait, 

B;B^_ BB^_ BB' 

» — A jj —A g, _A -— , 

l'équation de la surface prend la forme 

Les équations de Taxe sont donc(§ 119), 

(A) b(. + |) = B'(, + §)=B.(,+ |). 

2° Si nous supposons maintenant que nous ayons 
B'=:o, B''=:o, et B*=:(A — A')(A — A'^ ; 
réquation de la surface peut s'écrire 

+ 2Byz = o, 
ou, encore, 

A(ic'+ y'+ z*)+ 2Cx-h2Cy+ 2C"z-+-^y^j (A'-A)y-+- B^:!' = o. 
Les équations de Taxe sont, dans ce cas, 

(A') Aa;-hC = o, B(Ay+ C) =(A'- A)(A2-f-C''). 
3° Quant au cas où Ton suppose 

BziiB'z=B''=:o, et A'=:A\ 

les équations de Taxe sont, évidemment, 



EXERCICES 

f . Démontrer que la surface gui correspond à l'équation 

est de révolution. 
On posera 

P = a;4-y-f-2, S:s:af-hy*'hz% C:s:a:y^xz-hyz, 
et l'on observera que 

P'— îCsiS. 
L'équation proposée est donc 

9 . Démontrer que V équation • 

a?' -hy'H-2' — 3a?y2 = A(a:'-|-y*"f-2'), 

représente une surface ûe révolution. 
On remarc[uera que le premier membre est identique à 

te -h y -H ^) {x* -{-y^ + z* — xy — xz — yz) , 

et on appliquera la propriété démontrée dans l'exercice précédent. 

3. Reconnaître que V équation 

xyz -h{x-hy){y-h z) (z -4- a?) =i , 

représente une surface de révolution, 

4. Démontrer que l'équation 

(6' 4- c*) X* -h {a* -h c') y* H- (a* -h b*) 2*— aôeyz — 2acxz 

représente un cylindre de révolution qui est tangent à la sphère qui cor- 
respond à Féquation 

x'-hy*-i-z' = d*, 

en tous les points qui leur sont communs. 
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On écrit Féquation proposée sous les deux formes 

{hx — ayf + {ex — azf + (cy — hzf zn (f (a« + ô* + c'), 

ou, 

(a?" + 1/* + ;?• — cT j («• + &• + c') = (aa? + *y 4- C2)'. 

5 , Équation générale des cônes de révolution : 

Xo yo «o désignant les coordonnées du sommet S, 
a, 6, y /es paramètres directeurs de l'axe A, 
26 l'angle au sommet. 

On considère le plan P qui passe par S perpendiculairement à A et Ton 
écrit que, pour tout point M pris sur le cône, le rapport entre la distance 
de M à P et la longueur MS est égale à cos 0. 

Le résultat est 

(a« + 6* + Y") {{oo-xoy + {y-yor + {z-zoy\cos'(^ 
= \a(x — Xo) + ^{y — yo) + y{z — Zo)\\ 

6. Equation générale des cylindres cirMaires droits , 

On écrit que la distance d'un point de la surface à Taxe est égale au 
rayon. 
On trouve, ainsi, 

, a*-f-6*-4-Y 
Oa applique ensuite l'identité de Lagrange. On suppose, d'ailleurs, que 
les équations de Taxe sont 

x — Xo _ y — y^ _ z — Zo 

a ê Y 

^ . On suppose que a, 6, y représentent les angles formés par une droite avec 
les axes de coordonnées^ et Von demande ce que représente Véquation 

2x* -f- 2y' + 22* —{ce sin a -}- y sin 6 -f- 2 sin 7)' == o. 

On observe que 

sin *2 -f sin '6 + sin "y = 2 , 

et on applique l'identité de Lagrange. 

8. Lorsque {les axes étant supposés rectangulaires) t équation d'une qua- 
drique est symétrique par rapport aux lettres x, y y z, cette surface est évi- 
demment de révolution autour de la droite qui a pour équation 

X = y = z; 

démontrer que cette propriété subsiste ^ pour des axes obliques^ quand les 
faces du trièdre des coordonnées sont égales. 
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Dans le cas des axes rectangulairefl, si Téquation de la surface est 

(1) k{x* + y*'\'Z')'j-2B{yz + zx + xy) = }i 

les nombres de Jacobi sont évidemment égaux, et la surface est de réro* 
Intion. On peut aussi appliquer la remarque faite à Texercice i. 

Dans le cas des axes obliques, et en supposant X = fi = v, après avoir 
posé 

S s: x* + y" + 2" + 2 cos X {xy -|- a?2 + y 2) , 

et 

V±:x + y + z, 

on remarque que Ton a 

P* — S s: 4 sin* - {œy-^xz + yz), 

et que l'équation (1) peut s'écrire : 

2sm - 
2 

L'équation proposée est une fonction des formes P et S, elle représente 
donc une surface de révolution. 

•. Théorème de Vtllareeaa. Démontrer que si l'on fait tourner une 
ellipse y autour d'une droite A située dans son plan^ le plan bi^tangent 
coupe la surface ainsi obtenue suivant deux ellipses. 

Imaginons Tellipse y' qui n'est autre cbose que y, quand celle-ci a tourné 
de 180^ ; menons à y et à y' deux tangentes intérieures à', H" qui se 
coupent en sur A. 

Prenons pour origine ; A pour axe oz ; la seconde bissectrice de A' et 
de A^, pour axe ox ; enfin une normale aux droites ox^ oz, pour axe oy. 

L'équation de y est 

z* — mV + («^ + 6-2; -f- A)* = , 

et celle du Tore elliptique, 

En coupant cette surface par un plan bi-tangent^ plan qui correspond 
à l'équation 

zzzimx. 

on voit que la section obtenue se compose de deux ellipses qui se pro- 
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jettent sar le plan xoy suivant deux autres ellipses ayant pour foyer 
commun le point 0. 

On examinera aussi le cas particulier où l'ellipse y est remplacée par un 
cercle et Ton vérifiera que la section obtenue par le plan bi-tangent est un 
svstème de. deux circonférences. 




DEUXIEME LIVRE 



LES QUADRIQUES D'aPRES LEUR ÉQUATION GÉNÉRALE 



DIXIÈME LEÇON 



ÉTUDE ANALYTIQUE DU CENTRE. — DISTINCTION 
DES QUADRIQUES EN CINQ CLASSES 



194. HéfiniUon da centre. On dit qu'un point C est un 
centre d'une surface S, lorsque toute transversale D passant 
par G rencontre S en des points qui sont, deux à deux, placés 
symétriquement par rapport à C. 

Sans entrer dans des considérations générales qui ont la 
plus grande analogie avec celles que nous avons développées 
dans la géométrie plane, nous nous bornerons à rechercher 
dans quel cas les quadriques admettent un ou plusieurs 
centres; nous déduirons de cette étude une première classi- 
fication des surfaces du second ordre. 

195. Théorème. Lorsque le discriminant à de la forme 
ternaire <p, (a?,y ,;?) (*) est différent de zéro ;!** la quadrique Q 
qui correspond à V équation f{x, y, z)^zo, 

f(x,y,z):^ ?. (00, y, z) -f 9, (a;, y, z) + ?o, 
a un centre unique, à distance finie. 

(1) La fonction 93 (a:, y, 2) revient fréquemment, dans Télude des quadri- 
ques ; pour éviter la complication de récriture nous convenons ici de la 
représenter le plus souvent par la lettre 9. 
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2** Les coordonnées de ce point sont données par les équa- 
tions 

/;=». /';=«. r=o; 

qui admettent une solution unique et finie. 

Considérons un point Mo dont les coordonnées sont Xo, y©, Zo, 
et soient 

a 6 Y ' 

les équations d'une droite D passant par ce point. Pour dé- 
terminer les points communs à D et à Q nous devons ré- 
soudre l'équation 

f(Xo + ap, Va 4- *pj ^0 + ïp) = o, 
qui peut s'écrire 

f (a?o, yo, Zo) + p ^<^ + 6/^;^ -f y/'.J + P>. (a, 6, y) = 0. 

Pour que le point M© soit un centre de Q,il est nécessaire 
et suffisant que l'on ait, quels que soient a, 6,. y? 

< ,+ 6/; + ï/; = 0, 

o »o 

et, par conséquent, 

o ''o *0 

Réciproquement, s'il existe un point dont les coordonnées 
vérifient les équations 

(y') n=o, f;=o, r,=o, 

ce point est un centre de la quadrique considérée. 
D'ailleurs, les équations 

Ao: -f-BV-f B'z-hC =0, 

(y') B'x-i-A'y + Bz +G'=o, 

B'x + By ^A^z^G' — o, 
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admettent une solution unique et finie, si Ton suppose 



A= 



t 



A B" B 

B'' A' B 
B' B A" 



^0, 



le théorème énoncé se trouve donc démontré. 

1I90. Théorème. Lorsqu'on transporte les axes de coor- 
données au centre d'un quadrique : 

1* les termes du second degré restent les mêmes; 
2® les termes du premier degré disparaissent; 
3^ la nouvelle constante D| se calcule par Végalité 

Le déterminant A n'étant pas nul, désignons par a?o, Voy ^o, 
la solution des équations 

' X ' 'y ' 's 

Si nous transportons les axes parallèlement à eux-mêmes 
au point Mo, les formules de transformation sont 

x = Xo + X, y = yo + Y, z = Zo'hZ, 

et réquation de la quadrique, dans le nouveau système, est 

/•(iCo-f-X, Po+Y, Zo-hZ) = o, 
ou 

Les coefficients des termes en X, Y, Z, sont nuls, d'après 
les relations (C), et la nouvelle équation est 

?,(X,Y,Z)4-D, = o, 
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en posant, 
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D^=f{Xo,yoyZo). 



Nous voyons déjà que les termes du second degré n'ont 
pas été modifiés et que ceux du premier degré ont disparu. 
Il nous reste à calculer D^. 

A cet effet, considérons les égalités 



0) 



Aa?o-l-B'Vo+B'Zo + C 
B'Xo-hBy^+A'z^ + C': 



o. 



o. 



Multiplions-les, respectivement, par Xo, i/o, Zo, puis ajou- 
tons les résultats obtenus; nous avons 



ou 



f(Xo,yo,Zo) — too — C'2/0 — C"zo — D = 0, 



(2) Cx, + Cpo -h C'Zo -h D — D, =1 o. 



En éliminant Xo, Vo, Zo, entre (1) et (2) il vient, finalement, 



A 


B" 


B' 


C 


B' 


A' 


B 


c 


B' 


B 


A" 


C" 


C 


C 


C 


D 



:i:o, 



-D, 



ou, par une transformation évidente, 

H — D,A = o. 

19*9. Oistinetion des quadriques en cinq 

Les équations 



r^=o, r^=o, r=o, 

représentent trois plans que, pour la commodité du langage, 
nous nommerons les plans du centre. 

Ces plans peuvent affecter des situations relatives diffé- 
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rentes qui sont, sans exclusion, résumées dans le tableau 
suivant. 



2' 



\ 



3° 



4» 



Les plaDs du centre forment 
un véritable trièdre. 

Les plans du centre sont paral- 
lèles à une droite et forment 
une figure prismatique , ou bien 
deux plans du centre sont pa- 
rallèles, le troisième étant quel- 
conque . 

Les plans du centre passent par 
une même droite ; ou bien, 
deux plans sont confondus, le 
troisième étant quelconque. 

Les trois plans du centre 
sont parallèles. 



Les trois plans du centre 
sout confondus. 



Un centre unique t à distance 
finie, 

(t reclasse.) 

Un centre unique rejeté 
à V infini. 

(fie Classe.) 



Une ligne de centres, 
à distance finie. 

(Se Classe.) 

Une ligne de centres 
a l infini. 

(4e Classe.) 

Un plan de centres, 
à distance finie, 

(Se Classe.) 



Cette propriété des quadriques d'avoir un ou plusieurs 
centres, à distance finie ou infinie, les divise, conformément 
au tableau précédent, en cinq classes. Il nous reste à montrer 
comment, au point de vue analytique, on reconnaît que la 
quadrique qui correspond à une équation donnée appartient 
à l'une ou à Tautre des classes que nous venons de créer. 

Les surfaces de la première classe sont caractérisées par 
Thypothèse A ;zf o ; nous allons chercher quelles sont les re- 
lations ((ui caractérisent les autres classes. Mais nous ferons 
ici, préalablement, une observation qui facilite la discussion 
suivante. 

19S. Remarque. À'^ ron considère le tableau rectangu- 
laire. 

A B^' B' C 

(U) B'' A' B C 

B' B A'' C" 
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A' désignant un déterminant du troisième ordre pris dans ce 
tableau (et autre que A), si Von suppose A = o, /e hessien 
H de la surface est nul y ou différent de zéro, en même temps 
que A' 
Soient, en effet, 





A 


B' 


B' 


G 




B" 


A' 


B 


C 




B' 


B 


A" 


G" 




C 


C 


C" 


D 



et 



A B" C 

B" A' G' 
B' B C" 



D'autre part, A étant nul, on sait qu'il existe des para- 
mètres X, [X, V, qui ne sont pas tous nuls, et qui vérifient les 
égalités 



= 0, (v;zfo) 



(i) XA+ii.B"4-vB' 0, 


(2) ÀB"+ijA' + vB 0, 


(3) ^B'+iaB+vA" 0. 


On a donc 




A B" C 


vH 


B" A' C 
B' B C" 




G G' XG-^ixC'-^vG" D 



ou 



vH + (XG 4- IaG' + vC") A' z=.o, 



Ceci posé, Eoit d'abord H 1= o; si A' est nul, la propriété 
énoncée se trouve établie; sinon, il faut supposer que 

XC-f-ixC'-f-vC'' = o. 

Cette égalité et les relations (1) et (2) représentent des 
équations linéaires et homogènes; elles admettent donc une 
solution différente de zéro et leur déterminant est nul. Or ce 
déterminant est justement A' ; ainsi on ne peut pas avoir 
H rz o, si Ton n*a pas aussi A' z= o. 
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Supposons maintenant H ;zf o ; comme v n'est pas nul, on 
peut écrire • 

et, par suite, 

A';2fo. 

1 99. Propriété «utraetéristiqae des surfaces de la 
seconde classe. Dans les surfaces de la seconde classe y 
owa ; 1° A z= 0, 2° H ;zf o. 

En effet, dans les équations y' (§*25) tous les déterminants 
caractéristiques (*) ne sont pas nuls; car si Ton avait A' r=o 
on aurait aussi H =: o, ce que nous ne supposons pas. Ces 
équations n'admettent donc pas une infinité de solutions et 
nous sommes placés dans le cas de Timpossibilité. Les sur- 
faces considérées sont donc de la seconde ou de la quatrième 
classe. 

Cette dernière hypothèse doit être rejetée. En efifet, si les 
plans du centre sont parallèles, tous les mineurs du second 

ordre de A sont nuls et la forme quadrique 9 est carré parfait. 
(Alg. §353). 
On a donc 

f[x,y,z,t) = F-h 2i (Co; + C'y -f C''^ -|- - /). 



Le produit 



2^ (Ca; + G V + C''2 -f- 7 0, 



peut èlre remplacé par une différence de deux carrés. Ainsi 
\di forme f est une somme de trois carrés^ son discriminant 
H est donc nul. (Alg. 348.) Ceci se reconnaît d'ailleurs direc- 
tement en développant d'abord le hessien, puis les mineurs 
du troisième ordre, par rapport aux lettres C, C, C", D. 

1. Voyez Alg.' {% loi et loa), théorème de M. Rouchk. 
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En résumé si A est nul, et si H est différent de zéro, la 
surface qui correspond à Téquation proposée ?st de la se- 
conde classe. 

130. Propriété caractéristique des surfaces de la 
troisième classe. Lorsqu'on suppose 

A=:o, et H=:o, 

si tom les mineurs du second ordre de A ne sont pas nuls, 
la surface qui correspond à Véquation donnée est de la troi- 
sième classe. 

Dans le tableau (U) tous les déterminants du troisième 
ordre sont nuls, puisque nous supposons A =z o, H = », et 
par suite A' =: o. 

Les équations (C) admettent une infinité de solutions; la 
surface considérée est de la troisième ou de la cinquième 
classe. Mais les mineurs de A n'étant pas tous nuls, les plans 
du centre ne peuvent pas être confondus ; la surface est de 
la troisième classe. 

Gomme il y a une ligne de centres, on voit, par des con- 
sidérations géométriques évidentes, que toute section faite 
dans la surface par un plan passant par cette droite est 
formée de deux droites parallèles. Ainsi la surface est un 
cylindre elliptique ou hyperbolique, 

131. Propriété csaractéristique des surfaces de ia 
quatrième classe. Lorsqu'on suppose 

A=zo, Hzzo, 

si tou^ les mineurs de A sont nuls, mais non tous les mineurs 
du second oindre du tableau (U), la surface est de la quatrième 
clause. 

Les plans du centre sont parallèles, puisque tous les mi- 
neurs de A sont nuls ; la quadrique est donc de la quatrième 
ou de la cinquième classe ; mais .les plans ne sont pas con- 
fondus, puisque tous les mineurs du second ordre de (U), ne 
sont pas nuls. Ainsi la surface ne peut pas être de la cin- 
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quième classe; finalement, elle est donc de la quatrième 
classe. 

Comme nous Tavons déjà remarqué plus haut (§ 129), la 
forme 9 est un carré parfait et Ton a 

Sous cette forme, nous voyons que la surface est un 
'cylindre, et en la coupant par l'un des plans de coordonnées, 
nous trouvons une parabole; concluons donc que les sur- 
faces de la quatrième classe sont des cylindres paraboliques. 

113^. Propriété earaetéristique des surfaces de la 
cinquième classe. Lorsque Von a 

Aino, Hz=:o, 

si tous les mineurs du second ordre du tableau (U) sont nuls, 
la surface est de la cinquième classe. 

En effet, les mineurs de (U) étant nuls, les plans du centre 
coïncident. 

Il est facile de vérifier par l'analyse que la surface repré- 
sente alors deux plans parallèles. 

On remarque d'abord que l'on a 

ç3:^(A^ + B'V+B'2y. 

D'autre part les mineurs du second ordre de (U), égalés à 
zéro, donnent : 

A'Cz=B"c, ]rc"=B'cy, 

ou, 





- 




c 
Â 


C 
B" 


C" 
B' 


:X. 


On a 


donc 












V 

f{^yy^ 


z)z=z^{Ax 


+ 


B"y 


+ B'2)' 


' + 2X 


(Ax 


et, en ] 


posant, 


















Xx -h W'y 


hB'z 


-I', 


De l 


. Tome 111. 













6 
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on trouve 

f{x,y,z) s: i F + aXP -»- D = -J (P + XA)' -+- D - X'A 

A. A. 

L'équation / = o, représente donc deux plans réels, ima- 
ginaires, ou coïncidents, suivant que Ton a : 

A(AX* — D)>o, A(AX' — D)<o, A(AX* — D) = o; 
c'est-à-dire 

C*— AD > o, C — AD < 0, ou G*— AD = o. 

133. Résumé de la diseussion préoédenie. Nous 
résumerons dans le tableau suivant les propriétés que nous 
avons successivement établies dans cette leçon. 



(U) 



A 


B» 


B' 


C 


B' 


A' 


B 


C 


B' 


B 


A" 


G" 



H=: 



A 

B" 

B' 



Az= 



B" B' G 

A' B G' 

B A'' G'' 

G' G" D 



A 

B'' 

B' 



B^' B' 
A' B 

B A'' 



4" Classe. ^ 

2« Classe. \ 

A 



o. 



o, ouH=o. 



S« Classe. 



4e Classe. 



5* Classe. 



: o. 

: o (TotJis les mineurs du second ordre de ^ ne sont 

JJ zn o P«s nuls), 

A zz: (Tous les mineurs du second ordre de A sont nuls , 

H m o ''wi** ^ot« ceux de (U) ne le sont pas). 

A = o {Tous les mineurs du second ordre de (U) sont 

H m o nuls) . 



EXERCICES 

i. Vérifier que le lieu des centres des quadrigues qui passent par deux 
droites A, A', est un plan parallèle à celles-ci et équidistant, 

S. Detix coniques U,V, sont situées : l'une dans le plan ZOY, Vautre dans 
le plan ZOX ; elles coupent l*axe OZ au.v mêmes points XetBet Von suppose 
O A = OB = /i. Enfin les axes OX et OY sont les diamètre?, conjugués des 
cordes parallèles à AB. 

Démontrer que le lieu des centres des quadriques qui passent par U e^ V 
est une conique située dans le plan YOX. 

L'équation générale des quadriques proposées est 

X étant un paramètre variable. 
Le lieu est la conique qui, dans le plan XOY, a pour équation 

on vérifiera que c'est la conique des neuf points relativement aux quatre 
points fixes qui sont situés sur OX et sur OY ; ce résultat pouvait être 
prévu k priori, 

S. Trouver le lieu des centres des quadriques qui correspondent à Véqua- 
tion 

(a 4- 3 -h y) a;* + y" + 2* — 2zy — 2zx — 2Xy) 

-h (a + p — y) (a; -h y — ^) -j- (P + Y — a) (2^+;3;— 0?) 
-f-(Y-f-a — P)(a? + 2 — y)z=o, 

a, p, Y désignant trois paramètres variables. 
Le lieu et le plan qui a pour équation 

x-hy-hz = ', 

2 

On trouve très simplement ce résulat en formant Téquation 

' X 'y ' z 
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DIVISION DES QUADRIQUES EN GENRES. 
RÉDUCTION EN AXES OBLIQUES 



1841. Pour entrer plus profondément dans Tétude des 
quadriques, et aussi pour arriver plus simplement à la dé- 
couverte de leurs propriétés, nous nous proposons mainte- 
nant de distinguer, dans chacune des classes que nous avons 
trouvées, d'après Taspect général de la surface, les différents 
genres qu'elles comportent. Comme dans la géométrie plane, 
les propriétés algébriques des formes quadratiques vont 
encore nous servir à résoudre le problème que nous venons 
de nous poser. Elles nous permettront, notamment, d'indiquer 
pour chacune des classes, mais en axes obliques, une équa- 
tion réduite dont la discussion nous conduira à reconnaître 
les formes principales affectées par les quadriques. Nous 
verrons plus tard que ces quadriques, aux aspects variés, ne 
se différencient pas moins par certaines de leurs propriétés, 
que par leurs formes. 

13S. Théorème I. Les surfaces de la première classe, 
rapportées à des axes convenablement choisis, ont une équa- 
tion de la forme : 

(I) aX*+a'r4-a"Z* = H, 

fit, a' a" désignant des coefficients différents de zéro, et H le 
Hessien de V équation proposée. 

1 . Cette le^on correspond à la question du programme : Application des 
propriétés des polynômes homogènes à la classification des surfaces du second 
Ordre et à ta réduction de Véquation du second degré. 
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Nous supposons A ^ o, par conséquent la forme 9 est dé- 
composable en trois carrés de formes linéaires indépendantes. 
Écrivons donc. 



ç s: 5 (oo; + 6y -f cz^-h •' (a'x -^ h'y -f- c'z)* + i" {a"x -^ h'y + c"z)\ 
ou, dans la notation abrégée, 

f =: ew* 4- s V -f- i"io\ 
en posant 

u:^ax + hy-{-cz, v:s: a'x-^b'y-^c'z, wi^a^x-h h"y-^c"z. 
Nous avons donc, 

-+- 2 (C -h Aô 4- X'6' -f- X''6") y 4- 2 (C' -f Xc + XV'-f- XV) 2? 
-4.D — X'-^X'* — V". 



Déterminons maintenant les paramètres X, X , X , et posons 

Xa-4-XV-hXV + C =0, 
X6-hV^>'-hX"6''-hC'=o, 
Xc+XV-hXV-+-C' = o. 

Le déterminant des inconnues est 



a a' a" 
h V b" 



c c' 



jf 



c'est précisément, le déterminant des formes w, v, w, lequel 
n'est pas nul, puisque ces formes sont indépendantes. 
Dans ces conditions, nous pourrons écrire : 

Cette remarque étant faite, considérons les équations 

(2) U = o, Vizio, W = o, 

et soit (O'.XYZ) le trièdre formé par ces trois plans, trièdre 
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véritable, ayant son sommet à distance finie, puisque le dé- 
terminant des équations (2) n'est pas nul. 




Fig. 16. 

En effectuant la transformation, en passant du système 
proposé {o,xyz) au système nouveau (O'.XYZ), une forme 
linéaire 6 devient une forme linéaire des lettres X,Y,Z. 
En particulier U devient une forme qui, égalée à zéro, doit 
représenter le plan YOZ. D'après cette remarque, 

U devient mX 

V » nY 

W » pZ, 

et la surface considérée, rapportée à ces axes nouveaux, a 
pour équation 

( 1 ') em*X* -h e W + ey Z' + h = o. 

La nouvelle origine 0' est, d*après ce résultat, un centre 
de la surface; si celle-ci est un cône, (si Ton aH=:o), l'équa- 
tion (1') doit être homogène par rapport aux lettres X,Y,Z, 
et Ton a, par conséquent, A =1 o. On peut donc poser 

A = — KH 
et, 

finalement, l'équation (I) représente toutes les surfaces de 
la première classe. 
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136. Théorème II. Les surfaces de la seconde classe peu- 
vent être représentés par Véquation réduite. 

(II) gr + p'z'=2X. 

Nous supposons A =: o, mais H;2f o ; il résulte de cette hypo- 
thèse que la forme quadratique ç est la somme de deux 
carrés, mais qu'elle n'est pas un carré parfait (§ 129). Posons 
donc 

9 =: (oo? + 6y -f. czf ± {a'x -^-b'y H- c'zf , 
et, par suite, 

f{x,y,z) :=:±{ax-hby + cz)' ±{a'x-{-h'y -h c'zy-hmx -^ ny -hpz -h g, 
d'ailleurs, les plans qui correspondent aux équations 

a'x -\- h'y + c'z = o, 
mx -i-ny-^-pz 4-5^=0; 

forment un véritable 4rièdre'. En effet, si ce système était in- 
compatible, ou indéterminé, le déterminant 

abc 
a' b' c' 
m n p 

serait nul; mais alors les trois formes v, w^ w, 
v:^aX'\-by-{-cz, wz^a'x-^b'y-^c'z, u:^mx + ny +pz, 
vérifieraient la relation linéaire, 

et f\x,y,z,t) serait une forme quadratique des trois lettres 
u,v, t;f serait donc décomposable en carrés, dont le nombre 
serait tout au plus égal à trois ; par suite, son discriminant 
serait nul, ce que nous ne supposons pas 
D'après cela, nous pouvons poser 
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les équations 

1=0, V=:o, W = o, 

l'eprésentant trois plans formant un trièdre (0',XYZ\ que 
nous pouvons prendre comme trièdre des nouvelles coordon- 
nées. 

Le raisonnement qui nous a servi au paragraphe précédent 
prouve, tes notations étant conservées, que la nouvelle équa- 
tion est bien identique à (II). 

13V. Théorème III. On peut toujours ramener V équa- 
tion des surfaces de la troisième classe, à la forme, 

(ni) y\'-hYY* — h. 

Nous rappelons que dans les surfaces de la troisième classe 
les déterminants A et H sont nuls, mais tous les mineurs du 
second ordre de A ne sont pas nuls; ç est donc décomposa ble 
en deux carrés et nous avons 

ç := £ {ax H- by -f- cz)* -f s' (a'x h h'y -4- c'z)* ; 
par suite, 

/•-: £ (ao? + ôy -+ czy -I- e' {a'x-^ h'y ^ c'z)' + 2 (Ca? -h C'y -^G'z) -4- D = o , 

ou 

/'=:£tt*H-eV4 2IIJ + D, 

en posant 

u:^aX'\-by-\-cz, v s: a'x-^-b'y-^c'Zy w = Ca?-i d'y+C^'z . 

Je dis que les formes u,ve\w ne sont pas indépendantes. 
En eflfet, nous avons 

- f':^ amA- a't't)-^ C. 
2 * 

-/":==: C£ w -f-cVv -h C". 
2 * 
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Dans le cas des surfaces qui nous occupent, les formes 
/' >/*' 5 /*' » égalées à zéro, donnent des équations qui admettent 

jF y z 

une infinité de solutions; en considérant sm, et s'y, comme 
des inconnues, le déterminant 5', 



5'::= 



a a' G 
h h' C 

c & C" 



est donc nul et les formes u, v, w vérifient identiquement 
une relation linéaire, et homogène. 
Cette remarque étant faite, écrivons 



(i) f^z{u—\y^ t\v—\y-^ix[atK+a'î!\'-^C) + 2y (ôeX^f- 6VX' + C) 

-y 2Z (ceX 4- c'-JV + C) -f- D - sV — s' V. 

Si nous considérons maintenant les égalités : 

iaeX + aVX'-hC 1=0, 
Ô£X4-6VVh-C'=o, 
csX4-cVX' + C''=3o. 

qui constituent trois équations entre les inconnues eX, e'X', 
il est facile de reconnaître qu'elles admettent une solution 
unique et finie. 

En effet, le déterminant général est S', et nous avons mon- 
tré que 8' était nul; de plus, si Ton considère le tableau rec- 
tangulaire 

b c 



a 



a' 



h' -' 



tous les déterminants du second ordre déduits de ce tableau 
ne sont pas nuls; car, s'il en était ainsi, les formes w et t? 
ne seraient pas indépendantes et 9 serait un carré parfait ; 
cette conclusion ne peut être acceptée, puisque tous les mi- 
neurs du second ordre de A ne sont pas nuls. 
En résumé, les équations II admettent donc une solution 
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unique et finie (Théorème de M. Rouché), et en considérant 
cette solution, pour la substituer dans (i), nous avons 

/•=: eU* 4- e'V" -f- k. 

En prenant les plans (U = o, Vz=o) pour YO'Z, ZO'X ; 
puis, pour YO'X, un troisième plan coupant la droite com- 
mune aux deux premiers, l'équation de la surface devient 
identique à (III). 

138. Théorème IV. L'équation des surfaces de la qua- 
trième classe peut être ramenée à la forme 

(IV) V + ^X = o. 

Supposons maintenant que H et A soient nuls, ainsi que 
tous les mineurs du second ordre de A, mais non totis les 
mineurs du second ordre du tableau rébtangulaire. 

A B" B' C 

B'' A' B G' 

B' B A'' G'' J 

Dans cette hypothèse, 9 est un carré parfait. Nous pouvons 
poser 

9 = {ax -h 6y + cz)\ 
et, par conséquent, 

f[x^y,Zyt) =: [ax + 62/ + ^^T "+" ^ (^'^ ^ ^'y + ^'^ + Ï^O > 
ou 

(i) f(:X,y,z,t):=:u' + vt-[-\yt\ 

en écrivant 

u-^ax-k-by-^cZy v =: a'x + b'y-hc'z 

Les plans qui correspondent aux équations 

WZZIO, v=o, 

se coupent ; car s'ils étaient parallèles, on aurait 
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et f représenterait une forme quadratique des lettres u et 
t ; f serait donc une somme de deux carrés et Ton pourrait 
écrire. 

f{x,yyZ,t) =: {ax -i-by-hcz-h dt)* -f ht*. 

Cette conclusion est en contradiction évidente avec l'hy- 
pothèse que nous avons faite et en vertu de laquelle tous 
les mineurs du second ordre du tableau rectangulaire qui 
correspond aux équations. 

ri=o, f'=o, r:=o, 

ne sont pas nuls. 

Ainsi, dans l'identité (i), les formes w, v, égalées à zéro, 
donnent deux plans correspondants qui sont sécants. En 
prenant ces plans, et un troisième non, parallèle à leur droite 
d'intersection, pour plans de cordonnées, le raisonnement 
que nous avons fait aux paragraphes précédents, prouve que 
l'équation (IV) représente bien, dans ce système, la surface 
considérée. 

139. Théorème V. Dans les surfaces de la cinquième 
classe, on peut toujours ramener leur équation à la forme 

(V) Z* = U. 

Nous avons fait remarquer précédemment (§ i32)que Té- 
quation des surfaces de cette classe pouvait se mettre sous 
la forme 

f(x,y,z,f) :=: {ax + 6y -h 02: + ^0* + ht* , 

en prenant pour plan XO'Y celui qui correspond à Téqua- 
tion 

ax + by + cz -{- dt=: 0, 

les deux autres plans étant arbitrairement choisis, mais de 
façon pourtant à former avec XO'Y un véritable trièdre, Té- 
quation de la surface a donc bien la forme indiquée par l'é- 
galité (V). 
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DISTINCTION DES GENRES DE QUADRIQUES 
D'APRÈS LES ÉQUATIONS RÉDUITES 

140. Première classe. Division en trois genres. 

1» Ellipsoïdes. L^équation réduite des surfaces de la 
première classe permet, conformément à la discussion qui 
suit, de distinguer trois genres dans les quadriques à centre 
unique. Cette équation étant 

peut s'écrire, en supposant A ^d o, 

,,^ X* V V 



p (?) (^) 



Si les quantités-, -„ -7-, sont toutes les trois positives, 

a « a 

nous pouvons poser. 



c"; 



et réquation réduite prend la forme 

,„, X* , Y' Z* 

^^^ ^ + 6^-^c-='- 

En faisant passer, successivement, dans le second membre 
les termes du premier, on voit que la surface est renfermée 
tout entière à l'intérieur du parallélipipède dont les arêtes 
ont pour longueur a', V et c'. C'est une première forme qui 
se distingue essentiellement de celles que nous allons ren- 
contrer. Nous appellerons ellipsoïdes les quadriques qui 
affectent cette forme caractérisée par l'absence de points 
réels à Tinfini, forme que nous indiquons, pour la partie 
comprise dans le premier trièdre, par la figure ci-après. 
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Nous ferons observer que si les paramèlres -, —, — , 

étaient tous les trois négatifs, Téquation (!) n'admettrait au- 
cune solution réelle. Lorsque cette circonstance se présente 
nous disons que la surface proposée est un Ellipsoïde 
Immslnalre- Enfin si h est nul, a, a', a", ayant le même 
signe, réquation n'admet pas d'autre solution réelle que la 
solution évidente X — o, Y:=o, Z^o; nous appellerons 
Ellipnolde «vanoDlssant la surface qui correspond k l'é- 
quation proposée. 



Fig. 17 

Il ne faut pas d'ailleurs attacher à ces expressions un sens 
autre que celui que nous venons de préciser et qui peut se 
résumer dans l'énoncé suivant : 

Ellipsoïde iDiacti'**'*''^ > l-orsque l'équation du second 
degré donnée n'admet aucune solution réelle ; Ellipsoïde 
«vanonissant t lorsque l'équation n''admet qu'une seule solu- 
tion réelle. 

On remarquera que ce dernier cas ne peut se présenter que 
si la fonne / (x,y,z,t) est la somme de trois carrés, auquel 
cas le hessien est nul. 

2° Hrperbol<ride8. Supposons maintenant que les coeffi- 
cients -,—,—, ne soient pas de même signe; dans ces trois 
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nombres, il y en a un, au moins, qui est positif et nous 
Tafifecterons au terme en X* ; un autre est négatif, nous l'ap- 
pliquerons au terme en Z*. Quant au coefficient du terme en 
Y*, il pourra, suivant les cas, être positif ou négatif : de là, 
une distinction nécessaire. 
Supposons d'abord qu'il soit positif, et posons 

a 'a' ' a'' 

L'équation de la quadrique est alors 

OJ* «y* 2* 

En coupant la surface (HJ par un plan P parallèle à XO'Y, 
on obtient une ellipse, et quand P s'éloigne indéfiniment, les 
dimensions de cette ellipse croissent au delà de toute limite. 
La surface qui a un centre unique et qlii n'est pas un cône 
est donc constituée par une nappe continue et nous appelle- 
rons hyperboloïdes ù, une nappe, les quadriques affectant 
cette forme générale. La figure ci-dessous donne une idée de 
la forme de l'hyperboloïde à une nappe, dans l'un des trièdres 
de coordonnées. 




Fig. 18. 



Prenons maintenant l'hypothèse contraire, et supposons 
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■" a b' c' 
Cette équation prouve que l'abcisse d'un point pris sur la 
surface (HJ est toujours supérieure à a'; cette quadrique est 
formée de deux nappes; nous nommerons ces surfaces des 
hjperboloiidès A deux nappes- 



Elles ont, dans l'un des dièdres ayant pour arête XX.', la 
forme qu'indique la figure ig ; on suppose 

0'C' = 0'A" — o'. 
141. Denxléme classe. Division en deux genres, ^oas 
avons trouvé que l'équation réduite des surfaces de la seconde 
classe était 

gV + g'Z' - aX. 

On peut toujours disposer du signe du premier terme, 
nous supposerons P > o ; on peut aussi admettre que le coet- 
âcient du terme en X, dans le second membre, est positif; 
car, s'il en était différemment, on changerait la direction po- 
sitive de l'axe des x. Mais le coefficient p' peut être, suivant 
les cas, positif ou négatif. 

Si 3' est positif, l'équation réduite peut s'écrire 

(P.) r' + r'="'i 



144 



ONZIÈME LEÇON 



au contraire, si Ton suppose p' < o, Téqualion prendra la 
forme 

h' pi q' 

p* el y', désignant, dans ces deux égalités, des paramèires 
positifs. 




Fig. 20. 



Cherchons la forme générale de la surface P^. D'après son 

équation, X est toujours positif ; et en effectuant, dans la sur- 
face, des sections par des plans parallèles à YOZ, h variant 
de zéro à -|- **> 1© plsin qui correspond à l'équation 

Xr=/i, 

donne, pour seclion, une ellipse dont les dimensions gran- 
dissent indéfiniment. En résumé, cette surface que nous nom- 
merons le paraboloïde elliptique, n'a pas de centre et se 
compose d'une demi-nappe s*étendant, comme l'indique la 
figure ci-dessus, indéfiniment dans la région positive du 
plan YO'Z. 

Enfin, l'équalion (P^) représente une quadrique, dénuée de 

centre, comme la précédente, mais s'étendant indéfiniment 
dans la région positive et négative du plan YO'Z. 
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La figure ci-dessous donne une idée de la forme de celte 
surface qui est le parabololde hyperbolique. 



Fig. ai. 

!■*©. Nous n'avons pas à nous occuper des surfaces des 
trois autres classes, car la forme de ces quadriques est bien 
connue, puisqu'elles représentent des cylindres ou des plans. 
En définitive, la discussion que nous avons faite de l'équa- 
tion générale du second degré prouve qu'il y a seulement, 
dans les deux premières classes, cinq genres correspondant 
à des formes diverses. 

Nous indiquerons plus loin (Leç, 29), différents procédés 
pour déterminer le genre d'une quadrique dont l'équation 
est donnée; mais, comme nous le ferons remarquer alors 
la méthode que nous venons d'exposer {la méthode par dé- 
composition en carrés, comme on l'a nommée) constitue une 
des manières les plus simples de reconnaître, devant une 
équation du second degré donnée : 1" par le nombre des 
carrés; 2" par les signes qu'ils affectent, la classe ou le genre 
de la surface qui correspond à cette équation, et de donner 
ainsi, finalement, le nom de la surface qu'elle représente. 

La réduction à laquelle on aboutit par la méthode précé- 
dente présente une imperfection qui lient à ce que les axes 
de coordonnées qu'elle fournit ne sont pas, en général, rec- 
tangulaires. 

De 1~ ToaE 111- 1» 
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A ce nouveau point de vue, la question que nous venons 
de traiter resle ouverte et elle sera reprise dans une pro- 
chaine leçon. 



EXERCICES 



1 . Réduire en axes obliques Véquation 

• fx* y" z*\ lyz 2ZX ixy __ 

\a* b* "^ c*) bc ca ab '^ ' 

Cette réductiou peut s'effectuer d'une infinité de façons différentes. On 
peut, notamment, remarquer que l'équation proposée peut s'écrire sous 
la forme 

a b c) \b c a) \c a b) 

En considérant le point M dont les coordonnées sont a, b^ c, le nouveau 
trièdre de coordonnées sera formé par les droites joignant Torigine aux 
orojections de M sur les anciens plans de coordonnées. 

8, Réduire en axes rectangulaires Véquation, 

En écrivant l'équation précédente sous la forme : 
on voit que les équations 

X y za*-hb* x y x y cz 

-^ ir G, zr 0, — h, 1 ■== ®> 



a b c ab b a ^ a b ab 

représentent trois plans formant un trièdre trlrectangle. 



EXERCICES U7 

^ cherchant riotersection des arêtes formées par ce trièdre avec Tellip- 
soîde qui correspond à l'équation (i) ou trouve les longueurs des droites 
que nous nommons plus loin les axes de la quadrique, c'est-à-dire 
les grandeurs qu'on peut appeler les dimensions de l'ellipsoïde. Ces 
longuenrs sont, dans cet exemple, les racines carrées des expressions : 



(a» -f- 6'j (a'* -h 6' — c*/' (a^-hb^ — cy ' a* +6*" 

Ces formules peuvent être trouvées par une méthode analytique que 
nous indiquerons dans une prochaine leçon. Mais cette méthode, appliquée 
à l'exemple proposé, donnerait lieu à des calculs très pénibles et nous 
avons voulu moutrer, par cet exemple, comment on peut, dans quelques 
cas, mettre en évidence la longueur des axes en décomposant l'équation 
donnée en carrés. 

3. On considère l'équation proposée dans l'exercice précédent et on sup- 
pose que Von ait 

c'^a' + b'; 

démontrer que la quadrique correspondante est îin cylindre elliptique dont 
la section droite est une ellipse ayant pour axes des droites dont les Ion» 
gueurs sont : 

ab , ab 

— , et — 

c ic 
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GÉNÉRATRICES RECTILIGNES. — CONE ASYMPTOTE 



La méthode par décomposition en carrés, qui vient de nous 
servir à découvrir les formes diverses affectées par les qua- 
driques, conduit aussi, 'très simplement, à la détermination 
des droites qui sont situées tout entières sur ces surfaces. 
La recherche de ces droites remarquables va nous occuper 
dans celte leçon ; mais nous remettons l'étude de leurs pro- 
priétés à l'époque où nous traiterons les quadriques, d'a- 
près leurs équations réduites. 

1413. Crénératrices rectilig^nes/ On dit qu'une droite 
A est une génératrice rectiligne d'une surface S, lorsque, en 
supposant que A soit mobile dans l'espace, d'après une loi 
donnée, S est engendrée complètement par A. 

Les surfaces qui sont susceptibles d'un pareil mode de 
génération se nomment des surfaces réglées. 

Dans d'autres cas, une surface peut admettre un certain 
nombre de droites qui sont situées sur elle ; et qu'on nomme 
droites de la surface. Si la surface est d'ordre ^, une droite 
A est située sur elle, tout entière, lorsqu'elle a jo-J-i points 
communs avec cette surface. 

Nous nous proposons de déterminer les génératrices recli- 
lignes des quadriques, en considérant, dans cette recherche, 
les cinq genres que nous venons de distinguer. 

D'ailleurs, les variétés des quadriques, cônes, cylindres, 
plans parallèles, ou plans sécants, adm^ettent des génératrices 
que Ton met en évidence, immédiatement, en décomposant 
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l'équation en carrés et en appliquant, à la forme nouvelle, 
certains principes exposés plus haut (§ iio et ii3). 

14141. Méthode K^nérale. Nous indiquerons d'abord la 
méthode générale pour trouver les droites situées sur une 
surface dont Téquation 

est connue, soient 

(a) xzzaz-hp, yz=^bz + qj 

les équations de la droite, sous la forme réduite. Si Ton 
remplace x et y, en fonction de z, dans Tégalité (i), il en 
résulte une équation en z dont tous les coefficients sont nuls. 
Si les équations admettent une infinité de solutions, la sur- 
face considérée est réglée, si elles ont quelques solutions, il 
y a des droites sur la surface, en nombre fini; enfin si elles 
ne peuvent être vérifiées par aucune valeur réelle des incon- 
nues (a, b\py q), on peut dire qu'il n'y a aucune droite, sur 
la surface proposée. 

Il faut pourtant observer que les équations (2) ne pouvant 
pas représenter des droites parallèles au plan yox, on doit, 
au préalable, examiner ce cas particulier qui, d'ailleurs, ne 
présente aucune difficulté, puisque les sections faites par les 
plans parallèles à yox se projettent, sur ce plan, en vraie 
grandeur. 

Dans le cas dés surfaces du second degré, la méthode que 
nous venons d'indiquer conduit à une difficulté que nous 
voulons signaler. L'équation que l'on doit considérer est 

f(aZ'\'P, bz-\-q,z)=:o. 

Lorsqu'elle est développée, elle donne une équation du 
second degré enz; et, en égalant à zéro ses coefficients, on 
obtient pour déterminer les quatre inconnues, trois équa- 
tions seulement. On aboutit, ainsi, à une analyse indétermi- 
née, le nombre des inconnues dépassant celui des équations. 
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Un pareil système peut, suivant les exemples, admettre 
une infinité de solutions, ou quelques solutions seulement ; 
il peut enfin être incompatible. De là, une discussion d'un 
genre particulièrement délicat et qui constitue, en général, 
une difficulté. 

La méthode par la décomposition en carrés permet de 
tourner cette difficulté et de résoudre, avec la plus grande 
facilité, le problème que nous nous sommes posé et que nous 
allons maintenant résoudre. 

lift&. Théorème. Les surfaces suivantes : 

Ellipsoidesy Byperboloides ià denx nappes 
Paraboloides elliptiques. 

rC admettent aucune droite. 

Des considérations géométriques, tirées de la forme de 
ces surfaces, rend cette proposition évidente ; mais nous 
allons la vérifier par l'analyse. 

Nous ferons d'abord remarquer qu'il n'existe pas, sur ces 
surfaces, de droites parallèles au plan yox. Car, en faisant 
2= A dans les équations réduites, nous avons : 

.V'^W^' &*' a" 5^-' + ^' y"^?-'^- 

Ces sections sont, respectivement : une ellipse, une hyper- 
bole qui ne peut jamais se réduire à deux droites, et une 
vraie parabole; ainsi, nous pouvons nous borner à recher- 
cher les droites qui ne sont pas parallèles à yox. 

Soient 

a' c h' c' 

les équations d'une droite A. En cherchant à placer A sur 
Tellipsoïde, le coefficient de 2^ étant 1 -h X' -h X'*, Timpossi- 
bilité du problème se trouve imijaédiatement reconnue. 
Prenons le cas de Thyperboloïde à deux nappes, qui est 



GÉNÉRATRICES REGTILTGNES. — CONE ASYMPTOTE 151 

un peu plus délicat. Les équations que nous devons discuter 
sont 

X« — X'*— 1=0, [x^ — ix"— i=zo, )v[i.=zXV 

L'incompatibilité de ce système est mise en évidence en 
remarquant que nous avons, par combinaison, 

XVz=(X'»H-i)((x'«-|-i), 
et 

XV = vv'% 

ce qui conduit à l'impossibilité suivante : 

Enfin, dans le cas du paraboloïde elliptique, en prenant les 
équations de A sous la forme 

x^mz-hUy y:=zm'z-hn\ 
on voit que le coefficient de z* étant égal à . 

— + -/' 
P 9 



ne peut jamais être nul; p' et q' étant positifs. 
1416. Théorème. Les surfaces suivantes: 

admettent un double système de génératrices rectilignes. 

Considérons d'abord le cas des hyperboloïdes à une nappe. 
Nous avons vu que la méthode de décomposition en carrés 
permettait de mettre l'équation de cette surface sous la forme 

(i) U* — Vh-W = i. 

Celle-ci peut s'écrire 

(U-V)(U^V) = (i-W)(i+W), 
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OU 

U— V _ i+W _ 
1— W~U-+-V ^ ' 

t désignant la valeur commune de ces rapports. 
Ceci posé, les équations : 

,p. S W u-v=/(i-W), 

^^ I (3) /(U + V)=i+W, 

représentent une droite, et si Ton cherche Tinlersection de 
cette droite avec la surface proposée, on doit résoudre les 
équations (i) (2), et (3). Or, toule solution de ces deux der- 
nières est aussi une solution de la première ; puisque Ton 
reproduit (1), en multipliant les égalités (2) et (3), membre à 
membre. Ceci a lieu quel que soit t; en faisant varier t de 
— 00 à 4- 00, on obtient donc un système de droites qui sont 
situées sur la surface. 

Ces droites sont bien les génératrices de Thyperboloïde à 
une nappe ; c'est-à-dire que toute la surface peut être engen- 
drée par la droite mobile G. Mais, comme nous l'avons dit, 
nous reviendrons plus lard sur l'élude particulière des géné- 
ratrices et nous donnerons, seulement alors, leurs principales 
propriétés. 

Nous devons encore remarquer que l'équation (i) écrite 
sous la forme 

U — V 1— w 



i-f-W^U + V 



= 8, 



conduit à un second système de génératrices rectilignes, ce 
système correspondant aux équations 

(&) \ U-Vz:ô(i+W), 
^ ^ [ Ô(Uh-V) = i-W, 

dans lesquelles varie de -* 00 à + 00. Ces droites G' sont 
d'ailleurs distinctes des droites G précédemment trouvées ; 
elles constituent un second système de génératrices rectili- 
gnes de Thyperboloïde à une nappe. 
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Enfin, nous verrons dans Tétude particulière, annoncée plus 
haut, qu'il n'y a pas trois systèmes de génératrices rectili- 
gnes; la méthode par décomposition en carrés résout donc 
complètement le problème qui vient de nous occuper. 

Cette observation s'applique au paraboloïde hyperbolique 
qui possède, lui aussi, deux systèmes de génératrices recti- 
lignes. 

Prenons Téquation de la surface sous la forme 

U« — V-+-W = o; 
celle-ci peut s'écrire 

V— U _ 1 _ 

et la droite qui correspond aux équations 

j V^U=/W, 

^'^ 1 /(V+U)=i, 

est située, tout entière, sur la surface proposée. 

On obtient le second système de génératrices en écrivant 
réquation donnée sous la forme. 

w ""V — U"" ' 
et les équations des génératrices du second système sont 






(V-U) 

1419. IMreotioos asymptotiqnes. On dit qu'une droite 
A a une direction asymptotique par rapport à une surface 
S lorsque l'un des points communs à A et à 23 est rejeté à 
Tinfini. 

Si, par un point de l'espace, on mène des parallèles à toutes 
ces droites singulières, le cône ainsi obtenu est appelé cône 
des directions asymptotiqnes. Il existe, dans les quadriques, 
une relation remarquable entre les directions asymptotiqnes 
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et celles des génératrices. Cette relation est rendue immé- 
diatement évidente par la géométrie ; mais nous voulons la 
reconnaître par Tanalyse. 

148. Théorème. Le cône des directions asymptotiques 
s^ohtient en égalant à zéro le groupe homogène formé par les 
termes du degré le plus élevé. 

Soit 

(S) f{x,y,z) zz 0, 

l'équation de la surface. En mettant en évidence les groupes 
homogènes, on a 

f{x, y, z) is 9p {x, y,z) + <^p_^ [x, y, z) -h + ?o , 

Les équations d'une droite A étant prises sous la forme 

x—Xo y — yo z — Zo 
— — j— = = p» 

a 6 Y 

on a, pour déterminer p, l'équation 

?p (^0 -4- «P, Vo + 6p, z, + Yp) 4- ?p.j + .... = 
ou 

p''?p(a^^^ï)-|----=o. 

Pour que A ait une direction asymptotique, il est néces- 
saire et suffisant que la relation 

?p («» ^y ï) = ^y 

soit vérifiée. Si, par l'origine, nous menons des parallèles à 
ces droites singulières A le lieu décrit par les parallèles, est 
le cône qui correspond à Péquation 
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149. Théorème. Le cône des directions asymptotiques est : 

Imaginaire dans /'Ellipsoïde; 

Séei, dans les Hyperboloi^ies 9 

Héduit à une droit e, dans le Piirabololde et dans le Cyltiidro 
eiliptiqaes^ 

Formé de deox plans, dans le Parabololide et dans le Cylindre 
hyperboliques 9 

Constitué par an plan, dans les Cylindres paraboliques. 



Cette proposition est la conséquence immédiate du théo- 
rème général que nous avons établi au paragraphe pré- 
cédent et des formes affectées par Téqualion du second 
degré, quand on décompose celle-ci en carrés. 

150. Surfaces asymptotes. Deux surfaces D, D', sont 
mutuellement asymptotes quand la longueur de la corde 
interceptée entre ces deux surfaces tend vers zéro, la corde 
s'éloignant à Tinfini. 

151. Théorème. Le cône des directions asymptotiques 
qni a pour sommet le centre d'un hyperholoide^ est asymptote 
à cette quadrtque. 

L'équation de la surface étant prise sous la forme réduite 

a'* ô" c'*^' ' 
le cône des directions asymptotiques est représenté par 

£_^+£- 
cr b'* — c'*~''' 

Si nous désignons par ;2: et Z les cotes qui, dans ces deux 
surfaces, correspondent à la même valeur attribuée à a? et à 
y y nous aurons 

, Z* — 2* 



ou, 

±(Z-2) = 



c" 
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Si la corde parallèle à Taxe oz que nous venons de consi- 
dérer s'éloigne indéfiniment, z et Z croissent, sans limite, et 
la différence Z~2 tend vers zéro. Cette remarque prouve que 
les deux surfaces considérées sont asymptotes. 

t&9. Théorème. Si f {x, y, z) = o, est V équation d'une 
quadrique à centre, Végalité 

II 

/"(a:, y, 2) — ^ = 0. 

représente le cane asymptote. 

Soient x^y y o, ^o, les coordonnées du centre C ; si l'on trans- 
porte les axes, parallèlement à eux mêmes, en ce point, 

on a (§126) 

H 

. f{x,y,z):^<i^{X''Xo,y — yo,z — Zo) + ^' 

Mais réquation 

ç,(a; — iTo, y — yo, 2 — 2;o) = o, 

représente un cône ayant son sommet en C et dont les géné- 
ratrices sont parallèles aux directions asymptoliques. D'a- 
près celte remarque, Téquation du cône asymptote est donc 

f{x,y,z)—--o. 

1&3. Théorème. Le cône asymptote est t'enveloppe des 
plans tangents à la quadrique correspondante S, quand le 
point de contact s'' éloigne à V infini. 

Plaçons l'origine au centre de S ; désignons par a?', y', z\ 
les coordonnées d'un point M pris sur cette surface ; soit 
9, {Xy y,z)—hzzo, son équation. 

L'équation du plan tangent en M est 

et si M s'éloigne à l'infini dans la direction (a, 6, y) le plan 
tangent correspond, à la limite, à l'équation 

(P) ux-^-vy-^-ivzziro, 
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en posant 

(i) w=:Aa-hB''64-B'Y,vs:B''a+A'6-HBY,M?=:B'a4-B6-f A^y. 
Nous avons aussi 

(a) 9, (a, 6, y) = o, 
et, par suite, en combinant cas égalités 

(3) uoL'\'V6'htoy=::o. 

En éliminant a, 6, y entre (i) et (3), il vient 

u 

V 

w 
u V w o 

En développant celte relation, et en adoptant la notation 
ordinaire pour les mineurs de A, nous récrirons 

(4) au*-\- aV+ a'^w* — 2bvw — 2b'uw — ^b^uv = o. 

Pour trouver Tenveloppe du plan (P) prenons les dérivées 
partielles, par rapport aux paramètres variables u,VfWy dans 
les équations (P) et (4) et nous avons 

au — b"v — b^w . — b"u-\-a'V''bw — b'u — bv-ha'^w 



0, 



X 



y 



= -^ 



— t désignant la valeur commune de ces rapports. Les égali- 



tés 



ux -\-vy +WZ zzo, 
ua — vb'^ — wb' + tx:=zo, 
ub''-\'Va' — wb 4-^^=0, 
ub' —vb -h wa" + tzzzz o, 



donnent 



X 


y 


z 





a 


^b' 


-b' 


X 


b' 


a' 


— b 


y 


b' 


— b 


a" 


z 



HZ 0. 
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En développant celte équation et en tenant compte des 
égalités connues {Alg,, note C ; § 21), égalités qui sont d'ail- 
leurs faciles à vérifier :1 

a'a" — V- AA, a" a — b" = A'A, aa' — b"' = A"A; 

ab — b'b" = — BA, a'b' — bb" = — B'A, a"b"—bb'zz:-^B'A ; 

on trouve, finalement, pour Téquation de Tenveloppe, 

?2(^,y>2:)=:o. 

1&4. Théorème. Si, P^^r le centre d'un hyperboloîde, 
on mène des parallèles aux génératrices de Vun des systèmes, 
le lieu décrit par les parallèles est le cône asymptote. 

La surface étant rapportée à son centre, son équation peut 
se mettre sous la forme 

w* — D* -j" t^* = 1 , 

u, V, Wy étant des fonctions linéaires et homogènes. 
Les équations d'une génératrice G sont (§ i46) 

u — VZ=.t{i — w\ 

par conséquent, si, par Torigine, nous menons une droite A 
parallèle à G, ses équations sont 

u — 1)1= — tw, 

t{u-^v):=zw. 

Pour avoir le lieu décrit par A, il suffit d'éliminer t entre 
ces deux équations, ce qui donne 

W' — tj2 — _ y)*^ 

ou 

Le lieu cherché est donc le cône qui a pour équation 
c'est bien Téquation du cône asymptote* 
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i. Trouver les génératrices recUlignes de la surface qui correspond à Vé- 
quaiion 

ayz 4- bzx -hcxy -+- rf = o. 

L'équation du côae asymptote est 

ayz -h bzx -f- cxy = o, 

et, parmi les génératrices de ce cône, on aperçoit immédiatement les axes 
de coordonnées. 

En cherchant la condition que doivent remplir les coefficients X, et |x, 
pour que les équations 

x = x, y^v-j 

représentent mie droite située tout entière sur la surface, on trouve que 
le problème est possible ou impossible suivant que abcd est positif, ou 
négatif. 
Si abcd est nul, la surface proposée est un cône ou un cylindre. 

S. Trouver toutes les droites réelles qui sont situées sur la surface qui 
correspond à Véqtmtion 

X^ V* 2' 
La forme de cette équation prouve que les équations : 



z 




^ X 


1 ■ 0, 




\ 1-0, 


c 


(A') ' 


a 


^ . y 


\ r 


2/ . 2 


a 




' l+ô-°' 



(^) : .. (-^o ! , (^") 



y 

--1=0, 

X Z 

--f-:=:o; 
a c 

représentent trois droites A, A', A'', situées sur la surface. Il faut démon- 
trer qu'il n*en existe pas d'autre. 

On voit d'abord, en cherchant l'intersection de la surface (1) par un 
plan parallèle à yox, qu'il. n'y a pas de droites sur la surface, dans l'un 
quelconque de ces plans, si ce n'est dans celui qui a pour équation z rrc. 

Prenons les équations d'une droites, non parallèle à ^oo;, sous la forme: 

a c h '^ c ^ 
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Nous obtenons alors, pour déterminer les inconnues m, n,/), 9, les équa- 
tioDs suivantes : 

(A) 1 ^l+p[-^^ = ^> (B) j «;*«+i'V=». 

Les égalités (B) donnent, par combinaison, 

et, par suite, 

m' p' m' + p* __ 

' Nous avons donc 

— mzzq, et — p=:n. 

Les égalités (A) et (B) peuvent alors s'écrire, 

m'+p'4- 1=0, mp{m + p):^o. 

Les coefficients m et p sont différents de zéro, si, comme nous le sup* 
posons 6 ne désigne pas une droite parallèle au plan yoz, ou zox. On est 
fidnsi conduit aux rclationà incompatibles 

m'-|-f''+ 1 =:o, et Wl +/>—=»• 

3. Démontrer qu'il y a trois droites situées sur la surface qui a pour 
équation 

xyz — ayz — bzx — cxy = o, 

et qu'il ny en a pas davantage, 

. 4. On considère la quadrique Q qui correspond à Véquation 

xyzziz'—i, 

■etf sur celte surface^ la droite G dont les équations sont 

X=:z — 1, i/z= 2+1. 

Tt ouver le lieu décrit par les normales menées à Q, par tous les points de G. 
On trouvera que le lieu est une surface du second degré ayant pour 
équation 

{x — y—A){x-hy-i-z — ?i) = 6{y — 2). 

S. Démontrer que si l'on considère un cylindre hyperbolique, le lieu de 
asymptotes des sections planes est un système de deux plans, chacun d'eux 
étant asymptote à la surface* 
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On prendra l'équation du cylindre suus la forme 

et Ton voit facilemeut que le lieu cherché est constitué par les plans qui 
ont pour équation, respectivement, 

Pzzo, et Q — O. 
O. Démontrer que la surface cubique qui correspond à V équation 

(y •\' x){jjc — z)[x-\-z — 2y) z=za{y — z)* 

admet un double système de génératrices rectilignes parallèles au plan qui 
a pour équation 

y'\'X^=:o, 

On arrive rapidement au résultat en observant que réquation peut se 
mettre sous la forme 

[x — yY {X'-hy)^(y " z)* (y-hx-^a). 

K. Démontrer que le cône asymptote est le lieu des asymptotes des sections 
centrales. 



De L. Tome lU. i i 
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PLANS DIAMÉTRAUX 



1S&. Théorème. Le lieu des milieux des cordes A d'une 
quadrique Q, qui restent parallèles à une direction fixe^ est un 
plan; ce plan est nommé plan diamétral conjuguée des cordes A. 

Soient 

x — Xo y — Vo^z — Zo 

les équations d'une des cordes considérées; a?o,yo»V dési- 
gnant les coordonnées d'un point arbitrairement choisi sur 
elle; a, 6, y, étant des nombres fixes représentant les para- 
mètres directeurs de la droite à laquelle ces cordes restent 
parallèles. 

Cherchons Tintersection de A çt de Q ; et, à cet effet, con- 
sidérons, comme nous Tavons fait précédemment, l'équation 

(A) Aa?o,yo,^o)+p(< -+-6/; 4-ïr;)4-p>2(a,6,Y,)=o. 

\ o •'o o 

Si nous supposons <p, (a, 6, y) ?^ o, cette équation du second 
degré en p doit avoir ses racines égales et de signes con- 
traires, si le point (a?o , yo , ^o) est le milieu de la corde A. 
Nous avons donc 

<+v;-hY/^;=o, 

o *o '•o 

ou, en rendant x^^y^^Zoy coordonnées courantes, 

(D) < + 6/''-f-Y/': = o. 
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Cette équation représente bien un plan. 
Nous poserons, pour abréger un peu récriture dans la 
discussion qui suit, 

et nous écrirons, par conséquent, le plan diamétral sous la 
forme 

(D') aU-f-6V + YW = o. 

Nous nous réservons d'ailleurs d'examiner tout à l'heure 
le cas que nous avons réservé, celui où l'on a 

9,(a,6,Y)i=o; 

c'est le cas où les cordes considérées ont, par rapport à la 
quadrique donnée, une direction singulière. 

ISG. Théorème I. Dans les surfaces de la première 
classe, les plans diamétraux passent par un point fixe^ centre 
de la quadrique. 

Cette propriété résulte visiblement de l'équation (D') ; car 
si les équations 

U — o, Vzzio, Wizzo, 

ont une solution, le plan qui correspond à (D') admet, lui 
aussi, cette solution. 

1&9. Théorème II. Dans les surfaces de la seconde 
classcy tous les plans diamétraux sont parallèles à une droite 
fixe. 

Il convient ici de distinguer deux cas : les plans du centre 
peuvent être parallèles à une même droite en formant une 
figure prismatique; ou bien, deux plans du centre peuvent 
être parallèles, le troisième étant sécant à ceux-ci. 

Dans la première hypothèse, nous avons 

XU + t^V-hvW + pSîo, 
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X, ii.,v, n'étant pas nuls simultanément. Soit v ;zf o ; Téquation 
(D') peut s'écrire : 

V (aU + 6V) — Y (XU -+- I/.V4- p) = 0. 

Cette équation représente un plan parallèle à la droite D, 
qui a pour équations 

U = o, V = o. 
, Si nous supposons maintenant que les égalités 

représentent deux plans parallèles, nous avons 

et, à réquation 

aU -h 6V + Y (>^' V 4- [i.') = o, 

correspond un plan diamétral qui est encore parallèle à la 
droite D. 



\* Théorème III. Bans les surfaces de la troisième 
classe, surfaces qui admettent une ligne de centres, les plans 
diamétraux passent par cette droite. 
Dans le cas des surfaces de la troisième classe on a 

XU+>V + vW=:o, 

X, (X, V, n'étant pas nuls à la fois. Soit v ;zf o ; réquation du 
plan diamétral peut s'écrire. 

v(aU+6V)— y(XU4-ixV)izo. 

Le plan correspondant passe par la droite qui a pour équa- 
tions 

U=:o, V = o; 

et cette droite n'est autre que la ligne des centres. 

159. Théorème ÏV. Dans les surfaces de la quatrième 
classe tous les plans diamétraux sont parallèles à un plan fixe. 
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Les surfaces de la quatrième classe sont caractérisées par 
ce fa:t que les plans du centre sont parallèles, sans être 
confondus. On a donc 

V=:XU-+-V, W =: ii.n 4- ix', 
et réqualion du plan diamétral peut s'écrire 

Le plan correspondant est constamment parallèle à un 
plan fixe, dont Téquation est 

U=:o. 

IGO. Théorème T. Dans les surfaces de la cinquième 
classe les plans diamétraux coïncident avec un plan fixe. 

Dans ce dernier cas, les plans du centre coïncident et Ton 
peut poser 

VzsXlJ, WsixU; 
l'équation du plan diamétral est donc 

Ainsi, ce plan coïncide avec le plan des centres qui corres- 
pond à l'équation. 

U = o. 

loi. Directions singulières. Nous avons maintenant 
à examiner le cas où les paramètres a, 6, Y> de la direction 
donnée, vérifient Tégalité 

Cherchons ce que représente, dans cette hypothèse, l'équa- 
tion 

(D) a/';-h6/';4-Y/':=o. 

La droite A qui, dans ce cas, a une direction asymptotique 
(§ i48), rencontre la quadrique Q,en un seul point à distance 
finie. 
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11 y a un autre point M commun à A et à Q, à distance 
finie^ quand on suppose 



Mais si Ton a 



le tenne en p de Péquation (A) étant nul, M s'est éloigné à 
rinfini et la droite A est située tout entière sur Q, ou la 
rencontre en deux points rejetés à Tinfini; suivant que 
f{^o yVoy^o) est uul, OU différent de zéro. 

L'équation (D) représente donc un plan, que nous appelle- 
rons plan diamétral singulier pour marquer que son équa- 
tion est celle du plan diamétral, dans le cas particulier où 
a, 6, Yi représentent les paramètres d'une direction singulière. 
Nous allons signaler les propriétés les plus saillantes de ce 
plan: mais nous ferons préalablement remarquer que, par 
sa définition même, il jouit de la propriété d'être le lieu 
géométrique des points tels que si par Vun d'eux on mène une 
parallèle à la direction singulièi^e correspondante y cette droite 
rencontre la quadrique de deux points rejetés à Vinflni^ si 
elle n'est pas située tout entière sur la surface, 

169. Plan diamétral singulier. (Première pro- 
priété.) Le plan diamétral singulier est parallèle à la direc- 
tion singulière qui lui correspond. 

Vérifions d'abord cette propriété par l'analyse. 

L'équation du plan diamétral singulier est 

X (Aa -h B"e -h B'y) -4- y (B"a -+- A'6 4- By) -f- ^ (B'a -4- B6 -f- A"y) 

+ Ca-hG'6-fC"Y = o, 
ou 

Mais on a (Th. d'Euler;.^/^., § 3o5) 

2ç (a, 6, y) 3: aç^ + 6(p^ + y^^ ; 
et cette identité prouve la propriété énoncée. 
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La démonstration de ce théorème résulte encore des consi- 
dérations géométriques suivantes. 

Soit A une droite parallèle à la direction singulière consi- 
dérée, et soit P le plan diamétral correspondant. Prenons 
sur P un point M et menons par M une droite A' parallèle à 
A : A' rencontre la quadrique en deux points rejetés à Tin- 
fini; ou bien, est située sur elle, tout entière. Cette remarque 
étant faite, considérons sur A' un autre point M' et menons 




Fig. 22. 

par M' un parallèle à la direction singulière A ; nous obte- 
nons la droite A' elle-même. Ainsi, le point M' jouit de la, 
propriété qui est caractéristique des points situés dans le 
plan P : une parallèle menée par M' à la direction singulière 
A rencontre la quadrique en deux points rejetés à Tinfini 
bu est placée sur elle, tout entière. La droite A' est donc 
située dans le plan P et Ton peut dire que P est parallèle à A. 

1G3. (Deuxième propriété.) La section faite dans une 
quadriqtie par un plan diamétral singulier est, en général, 
un système de deux droites, parallèles à la direction singu- 
lière correspondante. 

Imaginons, en effet, cette section et soit Mo un point pris 
sur elle. Si par Mo on mène une parallèle Ao à la direction 
singulière considérée, l'équation en p (§ i55) est vérifiée 
identiquement ; la parallèle A est donc située sur la sur- 
face. 

Mais nous savons que cette droite est dans le plan diamétral, 
elle fait donc partie de la courbe cherchée. Celle-ci étant du 
second ordre, elle ne peut' être formée que par un système 
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de deux droites dont Tune est Ao ; nous désignerons la se- 
conde par Aj et il nous reste à montrer que Aj, est rejeté à 
rinfini, ou est parallèle à Ao. 

En effet si A,, n'était pas parallèle à A^, en prenant sur A,, 
un point M,, et en menant par Mj une parallèle à la direc- 
tion singulière Ao, la droite ainsi obtenue serait située tout 
entière sur la surface, ce qui n'est pas possible si le plan 
diamétral ne fait pas partie de la surface, singularité qui ne 
peut évidemment se présenter que dans le cas où la qua- 
drique proposée est formée par deux plans. 

1G4. Cette propriété des plans diamétraux singuliers 
permet de voir comment, par un certain côté, ces plans se 
rattachent aux plans diamétraux ordinaires. 




Fig. 23. 

Soit P un plan diamétral singulier, et soient A et B les 
deux droites représentant Tintersection de P avec la qua- 
drique proposée Q. Si nous prenons sur P un point M et si, 
par ce point, nous menons une parallèle à la direction singu- 
lière qui correspond à P : 1** Cette droite est tout entière 
située dans P ; 2** elle rencontre Q en deux points rejetés à 
rinfini. En considérant A' comme une corde dont la lon- 
gueur, est infinie, le point M peut être envisagé comme étant 
le milieu de cette corde. Lorsque M est pris sur A, ou sur B; 
en choisissant, de part et d'autre, sur ces droites, deux points 
équidistants, on peut encore dire que M est le milieu d'une 
corde dont les extrémités appartiennent à la quadrique et 
c'est ainsi qu'on peut s'expliquer comment la recherche des 
plans diamétraux ordinaires conduit à la découverte des 
plans diamétraux singuliers. 
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Mous allons maintenant entrer dans des détails plus cir- 
constanciés sur le plan diamétral singulier, en le considérant 
successivement dans les différentes classes de quadriques. 

Cette étude, par certains points, complétera celle que nous 
avons faite dans la leçon précédente, quand nous avons con- 
sidéré le cône asymptote. 

1G&. nrhéoréme I. Dans les quadriques de la première 
classe les plans diamétraux singuliers enveloppent un cône 
ayant pour sommet le centre de la surface; ce cône n'est autre 
que le cône asymptote qui^ V origine étant placée au centre de 
la surface, a pour équation 

m 

9{oc,y,z) = o. 
Le plan dont nous cherchons l'enveloppe a pour équation 

a, 6, Y, vérifiant l'égalité 
Nous avons donc (§ loa) 

, V If ^ '_J 

T(X ^5 «Y 

Si, par Torigine, nous menons une parallèle à la droite (a) 
ses équations sont 

©' o' ©' 

Ta? » y t^ 

"7 — "7 — "T' 
• Qt •6 -y 

Ces relations du premier degré sont vérifiées par iczza, 
y zz6, z =:y\ elles représentent donc une droite joignant 
Torigine au point (a, 6, y) et, par^ conséquent, ayant pour 
équations 

(3) ^=^=1 



i70 TREIZIÈME LEÇON 

Entre (i) et (3) si nous éliminons a, 6, y, nous avons 

(4) ^{XyyyZ) = o, 

Gomme le plan diamétral passe toujours par le centre de la 
quadrique, son enveloppe est bien un cône, ayant ce point 
pour sommet, cône égal à celui qui correspond à Téquation (4). 

16G. Théorème II. Dans les surfaces de la seconde 
classCy les plans diamétraux singuliers se divisent en deux 
séries; les plans qui constituent chacune d'elles sont parallèles 
à un plan fixe; de plus, chaque plan diamétral singulier 
coupe la surface suivant deux droites dont Vune est rejetée à 
r infini. 

Le déterminant A étant nul, 7 est une somme ou une 
différence de deux carrés; plaçons-nous dans cette seconde 
hypothèse, pour raisonner sur des éléments réels, et posons 

? (^ » y > -2) =: {ax '\'ày-\' czf — (a'x -h h' y -f- c^zf :s:u* — v\ 
Nous avons donc 

(1) ç (a,6,Y) =: (aa -f ô6 + c^y - (a'a+ô'ô+c'v)* = u'*—v'*= o 
et, par suite 

1 1 1 

- 9' r= au' — a'v'y - ?1 = bu' — b'v\ - ©' 1= eu' — c'v'. 

L'équation du plan diamétral singulier peut s'écrire 

x{au'^ a'v')+y(ôw'— 6't)')-f2;(cw'— cV)-+-Ca4-G'64-r/Y = o 

ou 

(2) u'u — v'v + Ca -+- C'6 ■+- C'y z= o. 

Les nombres m' et v' sont, d'après (1), égaux et de même 
signe, ou égaux et de signes contraires ; de là les deux séries 
que nous avons distinguées. Supposons, pour fixer les idées, 
u'znv'. L'équation (2) prouve que le plan diamétral singulier 
est constamment parallèle au plan fixe qui correspond à 
réquation 

u — vzz o. 
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Montrons maintenant que le plan diamétral singulier coupe 
la surface suivant une seule droite, à distance finie. A cet 
çffet, considérons les deux équations * 

(3) w* — V* f- 2 Ca: + 2 C'y + a C^- + D = o , 

(4) Xi' («— 1>) + Ca -h C'6 + C'y n 0. 

Ces égalités donnent, par combinaison, 
(5) (M + t))(Ca-t-G'64-CY) — w'(aCir + aC'y + aC''2 + D)r:o. 

Les équations (4), (5) représentent deux plans qui donnent, 
pour l'intersection cherchée, une seule droite à distance finie. 

1B9. Théorème III. Dans les surfaces de la troisième 
classe, les plans diamétraux singuliers sont deva: plans fixes; 
ils coupent la surface suivant deux droites rejetées à Vinflni. 

Nous supposons, A et H étant nuls que la surface proposée 
est un cylindre elliptique ou hyperbolique. Nous prendrons 
cette dernière hypothèse pour mieux préciser et pour rai- 
sonner sur des coefficients réels. 

Soit 

f{x, y, z) — o, 
f{Xy y y z) =: {ax -h 6y + C2-+- d)* — (a'x^h'y-^ c'z + dj + /i s u*—v* + h 

l'équation de la surface et représentons par a, P, y? les para- 
mètres d'une direction singulière; ces nombres vérifient 
l'égalité 

(aa -t- 66 + cy)' = (a'a -+- 6'6 + c'y)', 
nous supposerons, pour nous fixer, que 

aa + 66 -+- CY = â^'a -+- ô'6-h c'y 
D'autre part, l'équation du plan diamétral 

devient 

a (au — a'v) -h 6 [bu — b'v) + y (^^ — c't))=: o , 
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OU 

u {ax -+- 66 4- cy) — V (a'a 4- fe'6 -f- c'i) = o, 

ou, enfin, 

D'ailleurs pourw=:u l'équation f:=^o, se réduit à A = 0, 
et comme A n'est pas nul (si, comme nous le supposons, la 
surface proposée n'est pas un système de plans) l'intersec- 
tion est tout entière rejetée à l'infini, dans la direction des 
plans qui ont pour équation respectivement, 

w = v, et ii:=L — V. 

tes. Théorème WW.,Dans les surfaces de la quatrième 
classe les plans diamétraux singuliers sont rejetés à Vinflni. 

La surface est un cylindre parabolique ; son équation peut 
êlre mise sous la forme 

f{x,y,z) — o, 
f{^y y> ^) — {(^^ -f- ôy + c:3r + c?)" — 2 [a'x-k-h'y + c'z + d') = w" — av. 

L'équation du plan diamétral est alors 

(1) a (au — a') + 6 {hu — h') ■+- 7 {eu — c') zz o. 

D'autre part, on a 

? (^, Vy 2) =: {ax-hby -h czY 

et si, comme nous le supposons, a, 6, 7, représentent les 
paramètres d'une direction singulière, nous avons 

(2) aa-f-M-f-cy z:o 

l'équation (1) devient donc 

(3) a'<x-hb'i-hc'y = o. 

Le plan diamétral singulier est donc rejeté à Finfini ; à 
moins que les paramètres a, 6, y, ne vérifient à la fois les 
équations (2) et (3), auquel cas le lieu cherché est indéter- 
miné. 
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On explique cette singularité en remarquant que les géné- 
ratrices du cylindre étant parallèles aux plans qui corres- 
pondent aux équations 

u rz 0, y zi o, 

la direction particulière qui est déterminée par les égalités 
(2) et (3) est précisément celle des génératrices ; et alors, soit 
que Ton prenne une génératrice elle-même, soit que Ton 
considère une parallèle à cette génératrice, tout point de la 
droite peut être envisagé comme étant le milieu d'une corde 
finie, ou infinie, du cylindre donné. 

1G9. Théorème V. Dans les surfaces de la cinquième 
classe le plan diamétral singulier est indéterminé, 
L'équalion de la quadrique est, dans ce cas, 

{ax -f- 6y -+- CZ'\' d)* — hzzi) 

et celle du plan diamétral peut s'écrire 

(aa -^bS-h ry) {ax -{-by + cz + d)z::zo. 

Si a, 6, y, sont les paramètres d'une direction singulière, 
on a 

aa -f- 66 -h CY :z: ; 

l'équation du plan diamétral est donc indéterminée. 

Cette indétermination s'explique d'ailleurs comme celle que 
nous avons discutée au paragraphe précédent. 

1*90. Généralisation des surfaces diamétrales. Au 

lieu de supposer que les cordes d'une surface restent paral- 
lèles à une direction fixe, on peut, pour généraliser le pro- 
blème en question, admettre que ces droites passent cons- 
tamment par un point fixe Mo (^0,^0,2:0,^0), ê>itué à dislance 
finie. Nous allons adopter cette hypothèse et chercher le lieu 
des milieux de ces cordes, dans les quadriques. 

La transversale A qui est mobile et qui passe constam- 
ment par le point Mo rencontre la quadrique proposée Q, en 
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deux points M', M^ Désignons par [x^y^ Zyt) les cordonnées 
du point M' et par [x^^y^^z^^t^^ celles du point |ji.> milieu de 
M' M''. Nous avons 

X ^ y ^ z _^ t 
X désignant le rapport ^rj^ . L'équation de Q étant 

M Mo 

f{x,y,z,t)=Lo, 
nous déterminons X par la relation 

égalité qui peut s'écrire sous la forme suivante 
/'(^i,2/,,^,,04-A(a:o/';^ + yo/^^-hVl.^-l-//;j 'h^^*f{Xoyyo,Zo,to)zzo, 

Cette équation en X a deux racines X' , X'' qui représentent 
les rapports 

MV MV 



D'ailleurs le point [a étant le milieu de U'U% la sonime des 
inverses de ces rapports (remarque que nous avons déjà 
faite ((?. Plane. § 179) est égale à — 2. 

Nous avons donc, d'après cette observation/ 

^A +y^l +^^s -^^A =2/^(^n2^i>^oO- 
*i «'i ^1 '1 

D'autre part, l'identité d'Euler, 

a?/l -4- y/' -^zr +^/; s2r{x,,y,,z,J,), 
^1 ^1 *i 'i 

permet d'écrire la relation trouvée sous la forme 

{x,-Xo)r^ +{y,-yo)f[+{z,-z,)r^ =0. 
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En rendant (x, , y, , -^i , ^) coordonnées courantes, Téquation 
du lieu est, finalement, 

Cette égalité représente une quadrique passant par le 
point Mo et par le centre de la quadrique proposée, quand 
elle possède un pareil point. 

En observant que Ton a 

ir=:lç;-hc, ir=:iç;+c', irsi^i^-c, 

et 

2 f = ^?l; -t- y?y H- -S'y;, 

réquation obtenue peut s'écrire, encore, 

U désignant une forme linéaire. Les équations des quadriques 
Q et Q' ont donc les mômes termes du second degré ou, si 
Ton préfère, les surfaces considérées ont le même cône 
asymptote. 

191. Remarque. Si Ton imagine que le point Mo s'é- 
loigne à rinfini, dans une direction donnée, direction corres- 
pondant aux paramètres directeurs a, 6, y» après avoir posé : 

Xo ^0 _ ^0 

réquation (Q') devient 

En passant à la limite (en supposant p = »), on a 
Nous retrouvons ainsi réquation du plan diamétral. 



EXERCICES 

I. Vérifiei' que le lieu des milieux des cordés dune sphère^ lorsqu'elles 
passent par un point fixe, est une sphère. 

8. On donne deux plans P et Q, et un point fixe Mq ; par Mo on mène 
une transversale mobile qui rencontre les pians donnés aux points Xet B: 
trouver le lieu décrit par le milieu de ÂB. 

Soient P = o, Q =: o, les équatioDS des plans proposés ; on considère 
Téquation PQ=o et on lui applique la méthode que nous avons indi- 
quée (§ 170). 

8. On considère la surface qui correspond à Inéquation 

par un point M, mobile sur OX, on mène des droites tangentes à la surface 
et situées respectivement dans les plans ZOX, XOY. Soient X etB les points 
de contact, trouver le lieu décrit par le milieu de AB. 

On TériQe facilement que la droite AB reste parallèle à ime direction 
fixe. 

L*équation générale des plans AMB est 






La droite AB décrit un cylindre, et le lieu du milieu de AB est une 
ellipse. 
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DIAMÈTRES, PLANS, DROITES ET POINTS 

CONJUGUÉS 



ÂUft. Théorème. Lorsqu'on coupe une quadrique Q, par 
un plan P qui reste parallèle à un plan fixe, le lieu des centres 
des sections ainsi obtenues est une droite. 

Soit 

réquation du plan fixe donné, celle de P sera 

X désignant un paramètre variable. Ce plan P coupe Q sui- 
vant une courbe F ; nous désignerons par C le centre de F, et 
par a?j , y^ , ^1 , ses coordonnées. Par le point C menons une 
transversale A, dans le plan P, et soient M' et M" les points 
où elle rencontre Q. Les coordonnées x, y, z, de M' peuvent 
se calculer par les formules : 

Z=Zt -f cp, 

a, by c, désignant les paramètres directeurs de A, et p la dis- 
tance CM'. 
L'équation de Q étant 

f{x,y,z)zzo, 
DeL. TomkUI. »•* 
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on a, pour déterminer p, l'équation 

Les racines p', p", de cette équation sont les longueurs C M' 
et CM'', et comme C est le milieu de M' M", on a donc 

(1) af^ ^br +cr^ =0. 

D'autre part, A étant parallèle au plan fixe, on peut écrire 
l'égalité : 

(2) a(x-^M'\-c^'=zo. 

Ceci posé, les paramètres a,6,Yj n'étant pas nuls à la fois, 
résolvons (2) par rapport à C et nous obtenons, par combi- 
naison avec (0, 

Cette relation doit être vérifiée, quelle que soit la direc- 
tion de A dans le plan P ; par conséquent, quels que soient 
6 et a ; nous avons donc 

i 1 *i 1 

ou, sous une forme plus symétrique. 



r r V 



1 



a 6 Y 

En considérant a?4, y i,;2r4, comme des coordonnées courantes, 
on voit que le lieu décrit par le point C est la droite qui cor- 
respond aux équations 

r /"' f 

a 6* y 

1*93* Étude du diamètre dans les cinq classes. 

On peut reproduire pour la droite (D) une étude qui offre 
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la plus grande analogie avec celle que nous avons faite plus 
haut pour les plans diamétraux, et chercher les particularités 
affectées par les diamètres dans les quadriques des diffé- 
rentes classes. Nous nous bornerons à énoncer des propriétés 
que Ton vérifiera sans peine. 

i^ Bans les surfaces de la première classe tous les diamètres 
passent par le centre. 

2° Dans les paraboloïdes tous les diamètres sont parallèles 
à une droite fixe, 

3** Dans les cylindres à base elliptique ou hyperbolique, 
tous les diamètres sont confondus avec la ligne des centres. 

4** Dans les cylindres paraboliques, les diamètres sont à Vin- 
fini. 

5** Dans les surfaces de la cinquième classe, qui sont cons- 
tituées par deux plans parallèles, tous les diamètres sont 
situés dans le plan parallèle équidistant des plans donnés. 

1 94. Généralisation des diamètres. Le lieu qui vient 
de nous occuper est susceptible d'une généralisation toute 
semblable à ceUe que nous avons faite, dans la précédente 
leçon, pour les plans diamétraux. Au lieu d'admettre que les 
plans mobiles que nous considérons restent parallèles à un 
plan fixe, c'est-à-dire passent par une droite de l'infini, nous 
allons supposer qu'ils renferment constamment une droite 
fixe A, située à distance finie, et nous chercherons encore le 
lieu décrit par les centres des sections ainsi obtenues. 

Prenons sur A un point fixe M, (irj,^,,^,); le plan mobile 
qui passe par A, contient ce point M, et le centre de la sec- 
lion, point dont nous cherchons le lieu géométrique, a des 
coordonnées qui vérifient l'équation (§ 170) 

(i) (a;-^,)/-;-h(y-2/,)/; +(2-^i)/^; = o. 

Boit M, {x^,y^,z^ un second point de A; on a, de même, 
W {x--x,)fl-^{y-y,)r-h[Z'-z,)f^^z=Lo. 



180 QUATORZIÈME LEÇON 

Les équations (i) et (2) donnent, par combinaison, 
(3) {X, - X,) fl 4- (y, - y,) r; -h {z, - z,) r, = o. 

D'après cela, on peut dire que le lieu est la courbe, inter- 
section du plan (3) avec la quadrique qui correspond à Tune 
des équations (i) ou (2). Ce lieu est donc une courbe du se- 
cond ordre (§ 26). 

l'afK. Remarque. Si les points M^ et M, s'éloignent à 
l'infini; le premier dans la direction («1,61,7,), l'autre dans 
la direction (a, , 62 , Ys), il est facile de reconnaître que les 
équations (1) et (2) représentent une droite, ayant pour équa- 
tions 

et Ton retombe ainsi sur le cas traité plus haut (§ 172). 

1 ve. Droite et plan csonjasaésu On dit qu'une droite 
A et un plan P ont des directions conjuguées lorsque la 
droite A est parallèle au lieu des centres des sections faites 
par des plans parallèles à P ; ou bien, lorsque le plan P est 
parallèle au plan, lieu des milieux des cordes parallèles à A. 

Nous allons montrer qu'il est indifférent d'adopter Tune 
ou l'autre de ces définitions. 

Prenons d'abord la première définition et proposons-nous 
d'exprimer que la droite A dont les équations sont 

, . X V z 

A -=j = -, 

a Y 

est parallèle au diamètre A', lieu des centres des sections 
faites dans une quadrique par le plan qui correspond à l'é- 
quation 

(P) o^'x + &'y-hYz = o, 
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Les équations de A' sont 

f, ff f, 



a Y 



et celles d'une parallèle à A', menée par l'origine, 



(i) 

Y 



a' ""6' "' '• 



Les droites A et A' étant parallèles, ces équations repré- 
sentent une droite qui n'est autre que A, et Ton peut dire 
qu'elles sont vérifiées par les coordonnées a, 6, y. 

Les conditions cherchées sont donc : 



a' 6' y' 



Adoptons maintenant la seconde définition; le plan qui 
partage en deux parties égales les cordes parallèles à A a 
pour équation 

L'équation 
ou la suivante 

représente donc le plan P et Ton a 

^f ^' ^f 

a' "■ 6' "■ v' * 

On retrouve bien les relations (i). Ainsi, Tidée d'un plan 
et d'une droite ayant des directions conjuguées correspond, 
indifféremment, à l'une ou à l'autre des deux définitions que 
nous avons données. 



1 
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HHH. I^roites conjosuées. On dit que deux droites 
A, A', ont des directions conjuguées lorsque A est parallèle 
au plan P' qui partage en deux parties égales les cordes pa- 
rallèles à A'; ou bien, lorsque A' est parallèle au plan P qui 
partage en deux parties égales les cordes parallèles à A. 

Ici, encore, nous allons montrer que ces deux définitions 
rentrent Tune dans Tautre. 

Soient * • 

» X V z , . X V z 

les équations des droites proposées. Le plan P' a pour équa- 
tion 

(P') «r;+6r;+ï'r.=o; 

et Ton peut dire que Tégalité 

représente un plan P", mené par l'origine, et parallèle à P\ 
Ce plan P" doit donc renfermer A, et Ton a 

(i) «v^+6'(p; + t'?;=o. 

En adoptant la seconde définition, on eût trouvé 

(i') a?'^; + 6^^,-hY?^, = o. 

Les conditions (i) et (i') sont identiques, et ceci résulte, 
comme l'on sait, de l'identité 

1 V8. Plans conjasués. On dit que deux plans P et P' 
ont des directions conjuguées, lorsque le plan P est parallèle 
au diamètre conjugué de P ; ou bien, lorsque P' est paral- 
lèle au diamètre conjugué de P. 

Ces deux propriétés sont identiques. 
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Soient 
(P) (xx-^'iy-hyzzno, (F) a'a? -f- 6'y H- y'^ z: o, 
les équations des plans donnés. Les équations 

r r r 

représentent le diamètre A' conjugué de P' et si, par Tori- 

gîne, on mène à cette droite une parallèle î', ses équations 
seront : 



Q © ffi 

/*/\ ^ Jy T* 

a' 6' y' 



-V 



— X désignant la valeur commune de ces rapports. 

Donnons aux équations précédentes la forme explicite et 
nous avons 

IAx-hWy + B':2; + a'X = 0, 
B'x-^ My 4- B2; + 6'X = o, 
B'x -4- By + M'z -I- y'^= »• 

D'ailleurs, la droite 8' devant être située dans le plan P, 
nous avons aussi 

(a) aa;+6y-hY2=o, 

a?, y, 2r, représentant dans (i) et (a) les coordonnées d'un 
point de S'. Les relations (i)et (a) sont donc vérifiées par des 
valeurs des inconnues (x^y^z, X) qui ne sont pas toutes nulles, 
et la condition cherchée est 



A 


B* 


B' 


«' 


B" 


A' 


B 


6' 


B' 


B 


A" 


ï' 


a 


6 


Y 






= 0. 



iS't 



QUATORZIÈME LEÇON 



En observant que Ton peut interverlir les lignes en colon- 
nes, on a 



A 


B" 


B' 


«' 




A 


B" 


B' 


a 


B" 


A' 


B 


6' 




B" 


A' 


B 


6 


B' 


B 


A" 


y' 




B' 


B 


A" 


ï 


a 


6 


ï 







a' 


6' 


v' 
t 






et cette remarque prouve que Ton peut adopter, indifférem - 
ment, Tune ou Tautre des définitions que nous avons données 
pour exprimer que deux plans ont des directions conjuguées. 

190. Théorème. Le plan tangent P, en un point M d'une 
quadrique, est conjugué du diamètre qui passe par ce point. 
Soient {Xo , !/o , Zo) les coordonnées de M ; l'équation de P- est 

^C +< +zr: +tr,=o. 

•^0 "o *'o *o 

Le diamètre conjugué de ce plan correspond aux équations 



r f r 



yo 



et celles-ci sont visiblement vérifiées par x=.x^, y z=: yo, 

180. Diamètres conjugués. Lorsque deux droites ayant 
des directions conjuguées passent par le centre C de la qua- 
drique, Tensemble de ces droites constitue un système de deux 
diamètres conjugués. 

Si trois droiles partant du centre sont telles que deux 
quelconques d'entre elles forment un système de deux dia- 
mètres conjugués, nous dirons que les droites proposées 
forment un système triplement conjugué. 

181. Théorème. Lorsqu'on coupe une quadrique par un 
plan P passant par le centre, deux diamètres conjugués de la 
section obtenue, forment un système de deux diamètres con- 
jugués de la quadrique; et réciproquement. 



'-^ 
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Soit le centre de la quadriqae Q; la section obtenue par 
un plan P passant par est une courbe du second ordre 
et le point est évidemment le centre de cette section S. 
Soient OA et OB deux diamètres conjugués de S ; si, dans 
le plan P, nous menons une corde MN parallèle à OA, elle 
sera partagée par OB en deux parties égales. La droite OB 




Fig. 24 

est donc située dans le plan diamétral, conjugué des cordes 
parallèles à OA. Les droites OA et OB ayant, d'après cela, des 
directions conjuguées et passant par le centre de Q, sont 
deux diamètres conjugués de cette quadrique. 

Des considérations géométriques analogues établissent la 
réciproque qui, comme la proposition directe, peut aussi se 
démontrer très simplement parTanalyse. 

189. Théorème. Dans une quadrique à centre il y a une 
infinité de trièdres dont les arêtes forment un système triple- 
ment conjugué. 

Coupons la surface Q par un plan P passant par le centre 
et soient OA et OB deux diamètres conjugués de cette sec- 
tion. Si nous considérons la droite OC qui est le diamètre 
conjugué des plans parallèles à P, cette droite OC est un dia- 
mètre conjugué de tous les diamètres de P et, en particulier, 
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de OA et de OB. Le système (OABC) est donc triplement con- 
jugué. 

Si Ton observe 1® que P est un plan arbitrairement choisi 
et assujetti seulement à passer par le centre ; 2** que OA et 
OB sont deux diamètres conjugués quelconques de la sec- 
tion ; on reconnaît qu'il existe une infinité de trièdres dont 
les arêtes forment un système de diamètres deux à deux 
conjugués. 

La méthode que nous avons exposée plus haut(§ i35)et 
qui consiste à décomposer le premier membre de l'équation 
donnée en carrés et à prendre pour nouveaux plans de coor- 
données ceux qui correspondent aux formes linéaires qui 
sont ainsi mises en évidence, donne des axes qui consti- 
tuent, précisément, un système triplement conjugué. Nous 
avons vu en Algèbre que cette décomposition en carrés, avec 
des formes indépendantes, pouvait se faire d'une infinité de 
façons différentes, et cette remarque démontre encore le théo- 
rème en question. 

183. Poiats conjagaés. Lorsque trois points M',M'^,M'^, 

situés sur une quadrique de centre 0, sont tels que le 
trièdre OM'M''M'" soit triplement conjugué, nous dirons que 
ces points sont conjugués. 

Il existe entre les coordonnées de ces points des relations 
remarquables que nous établirons ici. 

Nous supposerons, explicitement, que la surface considérée 
soit un ellipsoïde et nous rapporterons cette surface à trois 
diamètres conjugués. En désignant par a\ b\ c\ les lon- 
gueurs de ces diamètres, l'équation de la surface est 

soient x',y\z',\ x\y\z"\ x'\y'\z"'\ les coordonnées des 
points conjugués considérés. Le plan tangent au point M' 
étant conjugué du diamètre OM' (§ 179), nous pouvons dire 
qu'il est parallèle au plan M"OM'", et cette remarque appliquée 
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aux trois points M', M", M'", donne les relations suivantes : 

x'x" y'y" z'z" _ 

(H) { -^-+--^/r-+--^-*» 

"^+ b'' '^ c" ~*' 

D'autre part, les points conjugués étant situés sur la qua- 
drique, on a 

' x'* y'* z'* 
a" ^6"^c'*"~ ' 

(K) < ^+^+c'*~*' 

x'"* y"'* z"'* 

L ^ 1 ZZ. 1. 

a'' ^ h" ^ c" 

Les égalités (H) et (K) conduisent, par une transformation 
algébrique, à d'autres relations qui, en raison de leur grande 
simplicité, doivent être connues. 

Prenons les formules de transformation suivantes : 



^ Y' 


y' V' 
b' ' 




•*' Y* 


y" _ Y-' 


z" 

. rti! . 


"^ YW 




z'" 
c' 



Les formules (H) et (K) s'écrivent alors : 

X'X" H- Y'Y" -h Z'Z" = , X'* + Y" H- Z'* = 1 , 

^u^m ^ ^n^m ^ JJ'Z'" =: , ' X''* + Y"* + Z"' = 1 , 

X'^'X' -+- Y'^'Y' -+- Z'^V = ; X'^'* + Y^^^ + Z'''* = i . 

Si Ton compare ces égalités avec les relations (a) et (6) 
trouvées précédemment {§ 21), on en déduit les relations 
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suivantes, analogues aux égalités («') et (6') du paragraphe 
cité, 

X" -f- X'^* h X"'* ^ i , X'Y' + X"Y" + X^'Y'" = o, 

Y'* -f. Y''* 4- Y'"* =: 1 , Y'Z' 4- Y"Z" -h Y"V' = o, 

Z'* -4- z'f* 4- 7//« ^ , ^ z'X' H- Z/'X" -h Z'^'X''' = o. 

En revenant à la notation primitive, nous avons 

x'' + x"* -h af"* = a'\ x'y' -h x"y" -h ^r'^'j/'^' =: o, 

y'* 4- y''« + 2/'''« rr 6'S y'z' H- 2/ V -h y''';2"' n o, 

^'^ _l_ ^'/« 4. 2'"* = c'\ z'x' H- 2V + z"'x"' = o. 

Telles sont les relations que nous avions en vue ; elles 
conduisent à des conséquences diverses et intéressantes 
parmi lesquelles nous signalerons la démonstration des théo- 
rèmes d'Apollonius. Mais nous reviendrons plus loin (Leç. 22) 
sur cette application. 



EXERCICES 



t. Démontrer que les plans tangents en trois points conjugués se coupent 
en un point dont le lieu géométrique est une quadrique. 
L'équation de la quadrique donnée étant 



a?" y" z' 



les équations suivantes 



xx' yy' zz' _ xx" yy" zz" xx"[ yy^" zz"' 

représentent les trois plans tangents considérés. On voit d'ailleurs, en con- 
sidérant le parallélipipède constmit avec les trois diamètres conjugués, 
que 

x' -h x" -{-x'" zzx, 2/' + y" + y"' = 2/> 2' -h z" -h z"' =z z ; 
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x, y, Zf désigpant les coordonnées du point dont oo cherche le lieu géomé. 
trique. L'équation de ce lieu est donc 

a' o c' 

8. Trouver la condition que doivent remplir les coefficients *M, N, P, pour 
que Véquation 

a' b' c' 

représente un plan passant par trois points conjugués de la quadrique qui 
correspond à Véquation 

X y z 

On trouvera la relation 

M* -h ]S* 4-^ = 3. 

S. Trouver V enveloppe des plans qui passent par trois points conjugués, 

4. Démontrer que le lieu des centres des sections faites dans une quadrique 
par les plans qui passent par trois points conjugués de cette surface a pour 
équation 

s s 8 

X y z 1 

5. Démontre?' que si Véquatton 

kx* -h Ay -+■ A V -h 2Bys f Mzx -I- iWxy = o, 

représente un cône capable d'un trièdre triplement conjugué de la quadrique 
qui correspond à Véquation 

X* y* z* 

— + —■+■— — 1 

on a 

Aa''-H-A'6"-f-AV = o. 

Cette condition est nécessaire et suffisante. 

6. On considère trois axes rectangulaires et les équations suivantes 

mx' -h ny' -\-pz* = i , x' -\'y*-\-z' -—2x~2y —^zzzo ; 
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Cette dernière représente une sphère et le plan tangent à cette surface, 
coupe la guadrique qui correspond à la première équation suivant une courbe 
Y ; trouver le lieu décrit par le centre de y. 

On prendra l'équation générale des plans P qui sont tangents à la sphère, 
et Ton considérera le centre de y comme étant placé à l'intersection de P 
et du diamètre conjugué. 
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ÉTUDE ALGÉBRIQUE DE L'ÉQUATION EN S^ 



Nous arrivons maintenant à la recherche des directions 
conjuguées rectangulaires qu'on nomme, plus brièvement, 
directions principales. Mais cette recherche repose sur une 
équation fondamentale que nous avons déjà rencontrée 
lorsque nous nous sommes occupés d'établir les conditions 
que doivent vérifier les coefficients de l'équation d'une qua- 
drique de révolution. Nous nous proposons de faire d'abord 
l'étude algébrique de cette équation, dite équation en S. 

fl84. Définitioa de réquation en S, Imaginons une 
forme quadratique ternaire <p, dont les coefficients sont quel- 
.conques; posons, comme toujours, 

et considérons la forme quadratique particulière V, 

V s a?* -h y^ -h z\ 

Alors ç — S V représente une forme ternaire, et si l'on dé- 
termine S de façon que le discriminant de cette forme soit 
nul, réquation qui détermine l'inconnue S est l'équation en 
S qui correspond à la forme 9. 

Nous avons supposé^ dans la définition précédente, que les 
axes étaient rectangulaires; si les axes sont obliques, on doit 
remplacer la forme V par v, 

t) s a;* + y* + ^* "{■ '^y^ ^^^ ^ ^" ^^^ ^^s l^* + 20?^ cos v* 



192 
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D'après cela, Téqualioii ea Si que nous allons considérer 



est 



A(S)=: 



A-S B" B' 

B" A' — S B 

B' B A'' — S 







si les axes de coordonnées sont rectangulaires; ou, dans le 
cas des axes obliques, 

A.__î^ B'' — Ncosv B'-Scos[x 

a(S)= B''— Scosv A'— S B— ScosX =:o. 

B' — scosi;. B — ScosX A''—» 

Nous allons étudier ces équations (*). 

185. Théorème I. Les racines de Véquation en H sont 
réelles. 

Supposons en effet que Téquation 



s (S) 



0. 



admette une racine imaginaire a-^-P^; la forme quadratique ^^ 
(j^ = ç — (a -h Pi) (a?*-l" 2/*+ 2*+ 2^-3- cos X+ 25;ji; cos 11. + 2iry cos v) , 

ayant son discriminant nul, est décomposable en deux carrés 
et, en désignant par A, B, A', B', des formes linéaires des 
lettres x^ y, z, on peut poser 

^ =: ( A -j" A'O"- +- (B -+■ B'if. 

En égalant, dans les deux membres, les coefficients de i, 
on obtient le résultat suivant : 

(i) — P {x*'\-y*-^z'-\-iyz cos X -f- izx cos [i. -+■ 'ixy cos v) s: 2 (AA'-|- BB'). 



1. On peut imaginer des équations en S d'un degré quelconque, et la 
plupart des propriétés que nous allons établir, conviennent à toutes ces 
équations. Cette élude générale a été faite par M. Walecki [Nouvelles 
annales, 1882 ; p. 4oi et 556) mais nous pensons devoir nous borner ici à 
celle de Téquation du troisième degré qui doit; seule, uous intéresser dans 
ce cours. 
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Si rpn considère maintenant les égalités 

Azzo, B=:o, 

elles représentent deux équations, linéaires et homogènes en 
^, y, z; elles admettent donc une infinité de solutions non 
nulles. Imaginons Tune d'elles {x', y\z'); et soit M' le point 
qui correspond à ces coordonnées; comme nous avons. 



-/t 



OM =: x'* -h y'* H- z'* -+- 2y'^' cosX -[- 22V cos [jl -h 'ix'y' cos a, 
la relation (4) devient 

— POM'^zho; 

par conséquent P est nul(*). 

18B. Théorème 11. Deux racines distinctes de Véqxiation 
en H donnent deux décompositions d'espèces différentes (*). 

Soient »' et %" deux racines distinctes de Téquation en u\ 
on a 

(,) ç_fi^'y— eP*+£'Q« (£—±1, l' = ±i) 

et il faut montrer qu'on ne peut pas avoir 

(2) ç— «"o^sir-^e'r 
En elïet ces deux égalités donnent : 

(3) {%' — %') « s £ (R« — F*) -+. £' (T* — Q'). 
Considérons les deux équations 

R-+-P = o, T-+-Qr:o; 
elles sont linéaires et homogènes par rapport aux lettres 



1. Cette démoDstratioo est due à M. Walecki ; voyez Nouvelles annales, 
loQ., cit. 

2. On dit que deux décompositions sont de même espèce lorsqu'elles 
renferment le même nombre de carrés affectés du signe -j") ^^ le même 
nombre de carrés affectés du signe —. Cette .dénomination ^est due à 
M. H ermite. 

DsL.ToMBm. i3 
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a?, y, z; elles admettent doac une infinité de solutions non 
nulles. Pour chacune d'elles, le second membre de (3) s'an- 
nule, mais le premier membre prend une valeur différente 
de zéro ; si, comme nous le supposons, les racines s' et s'' 
sont distinctes. Les identités (i) et '(2) sont donc incompa- 
tibles. 

Nous allons d'ailleurs préciser la propriété que nous ve- 
nons d'établir, en montrant quelle est l'espèce de décompo- 
sition qui appartient à chacune des racines de Téquation en s. 

189. Vhéoréme m* La plus petite racine de Véquation 
en % donne deux carrés précédés du signe -+■(*); la plus 
grande^ deux carrés affectés du signe — ; enfln^ la racine 
moyenne donne une différence de deux carrés. 

Désignons par s' %" %"' les trois racines de l'équation 
8(8)z=:o; à chacune d'elles correspond une décomposition 
de la forme quadratique <p — sy, en deux carrés ; et ces trois 
décompositions étant d'espèces différentes, nous devons 
trouver : ou deux carrés positifs, ou deux carrés de signes 
contraires, ou enfin deux carrés négatifs. Posons donc • 

Les deux premières donnent 

Considérons les solutions non nulles (lesquelles sont en 
nombre infini) de l'équation P^ iz 0; le premier membre a un 
signe constant, celui de s" — »'; d'ailleurs, le second membre 
est évidemment positif, pour toutes les solutions que nous 
considérons ; nous avons donc 



1. On dit aussi, par abréviation, carrés positifs; de même, l'expression 
carrés négatifs est employée pour exprimer des carrés précédés du sigoe — . 
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Xzi: 



Le même raisonnement appliqué à Fidentilé : 

(»"-»'') v^Vl-h ?l -h Ql - Qî, 
prouve que »'''— s'' est positif. En résumé, nous avons : 

et la proposition énoncée se trouve établie. 

Nous allons maintenant nous occuper, plus particulière- 
ment, de réquation A(s):=i:o. 

188. Théorème ÏÏW, Lorsque réquation A(i^) = o, admet 
une racine double, tous les mineurs du second ordre du 
déterminant A(») sont nuls. 

Cette condition est nécessaire et suffisante. 

Le déterminant A (s) est symétrique ; il possède donc 
seulement six mineurs du second ordre ; trois mineurs prin- 
cipaux (*). 



A' 
B 


S B 

A" S 


, X'- 


A" » B' 
B' • A— 


■m 


', ^^ 




A— S B» 
B» A' 8 


et trois mineurs, non principaux, 


6 = 


A-» B' 
B" B 


, 6' = 


A' — » B" 
B B' 


> 


6" — 


A" 


— « B 
B' B» 


• 



On a, d'ailleurs, 

(i) -A'(à)iz:X-hX' + X^ 

Si le nombre »' annule : 1" A(»), 2® tous ses mineurs ; »' 
est racine de A(s) et de sa dérivée ; S' est donc une racine 
multiple de l'équation A(») = o. 

Pour établir la réciproque, considérons le déterminant D, 
déterminant adjoint de A(s), 

6' 6 X'' 



I. Nous tappelons que les mineurs principaux sont ceux que Ton obtient 
en supprimant dans le déterminant proposé un même nombre de lignes et 
de colonnes affectées des mêmes indices {Alg,,"^, 65a)., 
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Nous savons [Alg., p. 656) que tous les mineurs de D sont 
nuls, si A (») = o. Nous avons donc 

(2) XX' - 6"* zz , X'X'' - ê* = , \"\ - ê'* zz . 

Ces égalités prouvent que les mineurs X, X', X" ont le même 
signe; et si nous supposons A' (») = o, l'égalité (1) donne 

X4-V + X'' = o, 

et, par suite, 

Xzzo, X' = o, \"z=z{). 

Les relations (2) donnent alors 

6 = 0, 6' = o, 6"zi:o; 

ainsi, les six mineurs du second ordre sont nuls. 

18». Remarque I. Lorsque Téquation en » a une racine 
double, si les coefficients B, B', B" sont différents de zéro, les 
nombres de Jacobi (§ 122) sont égaux, et leur valeur com- 
mune représente la racine double. 

Si Ton suppose, au contraire, que l-un des coefficients 
B, B', ou B'', soit nul ; on voit (les mineurs 6, 6', 6", étant nuls) 
qu'un autre de ces coefficients doit être nul. En supposant 
B' = B'' =: o, la racine double est égale à A, et les six rela- 
tions 

X=:X'=z:X''z:o, 6 = 6' =6" =0, 

se réduisent à la suivante 

B*=(A-A0(A-AO. 

âOO. Remarque II. Lorsque l'équation en S admet une 
racine double »', la forme 

est un carré parfait. 
En effet, tous les mineurs du second ordre du discriminant 
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qui correspond à cette forme quadratique sont nuls ; cette 
circonstance- prouve que celle-ci est un carré parfait. {Alg,y 
§ 353.) 

191 . Théorème. L'équation A (s) = o, n'a jamais trois 
racines nulles. 

En développant le déterminant A (s) nous mettons l'équa- 
tion en s sous la forme : 

(6) «'-(AH-A'+A'')«'+(AA'4-AA''-f-A'A"— B'-B'*— B"»)« 
— (AA'A'' -h 2BB'B" — AB* — A'B" — A"B"*) =: o. 

ou, 

«' — 1«' + J« — A = o, 

en posant 

I = A4-A' + A'', 

J =: AA' -f- AA'' + A'A" — B' - B'' — W\ 

Dans réquation (6), A a d'ailleurs sa signification ordinaire; 
il représente le discriminant de la forme <p. 

Si l'équation en % avait ses trois racines nulles, on aurait, 
entre autres conséquences, 

1=0, et J = o; 
et, par suite, 

ou 

A* + A" + A''* -f- 2B* + 2B'' + 2B''* - o. 

Mais alors <p serait identiquement nul, ce que nous ne 
supposons pas. 

199. Théorème. Lorsque V équation A (s) = o a trois 
'^acines égales^ on a 

A=A' = A", et B = B'=B''=:o. 
Ces conditions sont nécessaires et suffisantes. 
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Les conditions énoncées sont évidemment suffisantes; car, 
en les supposant vérifiées, l'équation en S s'écrit 

(S-A)»=:o; 

mais il faut montrer, ce qui est un point plus délicat, qu'elles 
sont nécessaires. 
On a, en effet, 

Nous avons vu d'ailleurs (§ 188) que l'équation en m ne 
pouvait avoir une racine double, et, à fortiori, une racine 
triple, que si les égalités (2) (§ 188), étaient vérifiées. Ces re- 
lations prouvent que les nombres (A — s) (A' — s), (A" — s), 
ont le même signe ; leur somme ne peut être égale à zéro, 
que si chacune de ces quantités est nulle. 

D'ailleurs, si l'on a 

on a aussi, d'après les égalités (2), 

B = B' = B'' = o. 

'Ïï99bis. Mais on peut trouver, plus directement, ces r dila- 
tions en raisonnant comme nous allons le faire. Soient a là 
racine triple, nous aurons alors {Alg,, § 873) 

I = 3a, et J = 3a*. 

Éliminons a entre ces deux égalités, nous obtenons 

_^ r^3J=io,. 

ou 
A«^A''4-A"* — AA' — AA'' — A'A" + 3B'-h3B'*-h3B"*z=:o, 

ou encore 

-(A-A0*-+--(A'-A7 + i(A" — A)* + 3B*-f-3B'*-4-3B"'=o. 
222 



ÉQUATION EN S 199 

Cette égalité entraîne les suivantes : 

A = A' = A\ B =: B' = B'' = o. 

ft93. Séparation des racines. — (Méthode de Ja- 
<»obi). Lorsque les coefficients B, B', B'', sont différents de zéro, 
les mineurs (non principaux) égalés à zéro donnent pour M , 
trois nombres qui séparent deux racines de V équation A(s)zz:o. 

Les nombres que nous allons considérer, nombres que 
nous avons déjà rencontrés (§122 et 189), et que nous avons 
nommés nombres de Jacobiy sont 

, B'B" ,_., BB'' ,_ , BB' 

En introduisant ces nombres dans l'équation en S, celle-ci 
s'écrit, 

B'B^ / , BB"^ / . BB' . ^^g,^„ 



, ^ f I B B \ / ' BB"\ / , , BB'\ , 

+B-(«-a + ^) + B'-(»-«'-Hf^')+B'"(s-«"-f-^')=o, 

ou, après réduction, 

A(s)=:-(»-«)(«-a')(S — a") 

1 



BB'B- i (»-»'H«-°u "-';>,!»-'' + "->'«-'•> ! =.. 



Telle est la forme remarquable affectée par Téquation en 
i, quand on effectue la transformation indiquée par Jacobi. 
On déduit de l'équation précédente : 

A ( a ) = BB'B" ^ =^5 \ 

B 

A(a')=BB'B" ^^'~°'^y~'"l 
A («") = BB'B"lî-r *)(*"-*') 



B 
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Ces relations donnent lieu aux remarques suivantes. 
1° Dans le cas général, en supposant 

a < a < a", et BB'B" > o ; 

on a 

A(a)>o, A(a')<o, A(/)>o. 

Il y a donc tme racine entre a et a' ; une autre entre a' et a"- 
Quant à la troisième, elle est comprise entre a" et -+- « . Cette 
conclusion subsiste quand B B' B" est négatif, il faut seule- 
ment observer que la troisième racine, au lieu d'appartenir à 
Tintervalle (a% + oo ) est alors située dans l'intervalle ( — qo , a). 

2° Si deux des nombres de Jacobi sont égaux, si Ton a 
a z= a', Tune des racines de l'équation en s est justement 
égale à cette valeur commune. C'est un cas particulier re- 
marquable, réquation en s étant alors, décomposable en 
deux facteurs rationnels. 

D'ailleurs, la suite 

— 00 a a'' -h 00 



sépare encore les deux autres racines. 

3° Si les trois nombres de Jacobi sont égaux, l'équation en 
S admet une racine double et s'écrit 

_ (S _ «). j s _ « _ BB'B" (p + ^.+^) {= 0. 

On observera que la discussion précédente prouve que, 
dans le cas général, les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que l'équation en s ait une racine double sont : 

résultat que nous avons trouvé déjà, par une voie différente. 

194. Examen du cas parÉicnlier où l'on suppose 

BB'B'' = o. La méthode de Jacobi est en défaut dans le cas 
où le produit B B'B'' est nul; mais il est facile de séparer les 
racines de l'équation en s, dans cette hypothèse particulière. 
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Supposons d'abord que nous ayons 

B"z=o, et BB';zfo; 

réqualion en S s'écrit alors 

(A — m) (A' - s) (A'' - «) - (A-«) B'- (A' - «) B" = o. 

Si la diflférence A — A' n'est pas nulle et si, pour fixer les 
idées on suppose A<A', l'équation précédente a ses trois 
racines réelles et séparées par la suite. 

— 00, A, A', -hoc. 

Si, au contraire, on a A = A'; le nombre A vérifie l'équa- 
tion en m et les deux autres racines sont données par Téqua- 
tion 

(A' — S) (A'' - s) — B* - B'*z=:o. 

Ces racines sont séparées par la suite 

(i) —00, A' ou A", et + 00. 

Admettons maintenant que B' et B" soient nuls, simultané- 
ment B; étant différent de zéro. 
L'équation en S devient 

(A- ») { (A'- S) (A''-«)-B' } =0. 

Ainsi A est encore une racine de l'équation et, comme dans 
le cas précédent, les deux autres racines sont séparées par 
la suite d). 

Enfin si Ton a 

B^B'z=B"=:o, 

les trois racines sont: A, A' et A''. 

lOS. Séparation des racines. — (Méthode de Cau- 

ehY.)Si Von considère un des mineurs principaux de A (s}, ce 
mineur égalé à zéro admet toujours deux racines réelles a, 6, 
(a < 6) ; et la suite : 

— 00, a, 6, -f- 00, 
sépare les racines de Véqvxition en S. 
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L'équation en s peut s'écrire 

(i) A (m) = (A - s) { (A' - m) (A" - s) - B* } + qBB'B'' 

— (A'— S)B"-.(A" — S)B''*=o. 

Considérons l'équation 

(2) (A'-«)(A"-«)— B' = o, 

équation qui a ses racines réelles distinctes. En effet, elles 
sont séparées par la suite : 

— 00, A' ou A', et-f-00, 

et elles ne peuvent être égales que si la différence A' — A" est 
nulle et si, en outre, chacune d'elles a la valeur A'. On doit 
donc avoir B = 0, et Ton retombe dans l'un des cas particu- 
liers que nous avons examinés tout à l'heure. 

Supposons donc que les racines a, 6, (a <6), de l'équation 
(2), soient distinctes. 

Nous avons 

A (a) = 2BB'B" — (A' — a) B'" — (A" — a) B'^ 

OU en multipliant par A' — a, quantité différente de zéro, 

— (A' — a) A (a) = (A' — a)* B''— 2 (A' — a) BB'B" 

-f- (A' — a) (A" — a) B'^* 

D'autre part, a étant une racine de Tèquation (2), cette 
relation peut s'écrire 



fft 



— (A' — a) A (a) = (A' — a)* B'* + 2 ( A' - a) BB'B" -f- B'B 

ou, 

— (A' — a)A{a)= { (A' — a) B' — BB^' \\ 

La racine a étant inférieure à A', cette égalité prouve que 
A (a) est négatif, ou nul. Un calcul semblable permet de véri- 
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fier que A (6) est positif, ou nul. Par conséquent, si les 
racines ne sont pas les nombres a et 6 eux-mêmes, à la suite : 

— 00, a, 6, -h«), 
correspondent les signes : 

+ - 



La suite de Cauchy sépare donc les racines de l'équation 
en s. Nous ferons observer ici que la suite de Jacobi est 
préférable à celle de Cauchy pour les deux motifs suivants : 

1® Dans la suite de Jacobi il y a deux intervalles bien limi- 
tés; 

2** Les nombres de Jacobi sont toujours commensurables 
quand les coefficients de l'équation proposée sont eux-mêmes 
de cette nature. ^ 
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APPLICATIONS DE L'ÉQUATION EN SI. — PLANS 
PRINCIPAUX. — PLANS CYCLIQUES 



19e. Déflnitions. Lorsque, dans une quadrique S, un 
diamètre A est conjugué^d'un plan P; si, en outre, A est 
perpendiculaire sur P, on dit que A est un axe et que P est 
un plan principal de S. 

Les droites parallèles à A sont appelées Cardes prinei- 
pales de la quadrique. Nous allons montrer que la détermi- 
nation de ces directiwis remarquables peut s'obtenir par la 
résolution de l'équation en s. 

199. Détermination des directions principales» 

Soient X, [x, v, les cosinus directeurs d'une corde principale; 
le plan diamétral conjugué a pour équation 

ou, en passant à la forme explicite et en ordonnant, 

(P) a;(AX+BV+ B'v)+y(B"X+ AV-h Bv)+;2r(B'X4-Bix -f- A"v) 
-f CX + CV+C"v=:o. 

Le plan P étant perpendiculaire sur la direction donnée, 
on a donc 

AX-f-B V4-BW_Ba + AV-f-Bv_ B^X-hBix-hA% 

\V r — — 

A [JL V 
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Si Ton adjoint à ces deux équations, la relation : 

(3) V^-|x-+v'=i, 

on obtient un système permettant de déterminer les incon- 
nues X,iJi.,v. Mais le nombre et la nature des solutions se 
reconnaissent plus nettement en prenant une inconnue auxi- 
liaire %y représentant la valeur commune des rapports (2). 
On a ainsi 

(4) j B"X+(A'— «)ii.-hBv = o, 

( B'X + Bi;.4-(A" — S)vzz:o. 

Ces équations sont linéaires et homogènes; d'ailleurs, elles 
doivent être vérifiées par des valeurs de X, [x, v qui ne sont 
pas toutes nulles; on a donc 

A~» B'^ B' 

(5) B' A' — S B = 0. 

B' B A"—» 

Dans ce calcul, S est une inconnue auxiliaire et il ne faut 
pas perdre de vue que Içs inconnues véritables, celles que 
Ton propose de déterminer, sont, en définitive, les nombres 
X, [A, V. De là, une discussion que nous allons développer. 

198. Théorème. Bans une quadrique il y a toujours 
trois directions principales. 

L'équation (5) qui détermine Finconnue auxiliaire n'est 
autre chose que l'équation en m dont l'étude nous a occupé 
dans la précédente leçon. Nous savons, entre autres choses, 
que ses racines sont toujours réelles ; nous les désignerons 
par «', m" et »'", et nous représenterons les cosinus des di- 
rections principales correspondantes, respectivement, par : 

A,[X,V, A,[i.,V, A,li.,V. 

Les équations (4) donnent 

' / ' / 

A li. V 



BB" — B' (A' - S') ^ B'B" — B (A- »') (A— m') (A'— m') — B''*' 
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et chacun de ces rapports a pour valeur 



les inconnues X',|jl',v| se trouvent donc déterminées. Il est 
vrai qu'il y a ambiguïté, relativement au signe; mais les deux 
solutions donnant des valeurs égales et de signes contraires, 
les deux points directeurs ainsi obtenus sont situés sur une 
droite passant par l'origine; il n'y a donc qu'une droite prin- 
cipale correspondant à la racine simple s'. 

L'équation en s ayant ses trois racines réelles, il y a trois 
droites principales correspondantes. 

199. Cas des surfaces de révolution. Lorsque les 
trois racines de Téquation en s sont distinctes, nous venons 
de montrer qu'il y avait trois séries de cordes principales, 
mais il nous reste à examiner le cas particulier où cette 
équation a des racines multiples. 

Supposons d'abord que nous ayons: 



/ = »% et »';zf 



/// 



Nous allons montrer qu'il y a une infinité de cordes prin- 
cipales parallèles à un plan fixe ; ce cas est celui des quadrî- 
ques de révolution, qui ne sont pas des sphères. Nous dis- 
tinguerons deux cas, suivant que le produit B B' B'^ est nul, 
ou différent de zéro. 

i** Soit BB'B"7fo. En posant, comme nous l'avons déjà 
fait (§193), 

^ B'B" , ., BB'' „ ^„ BB' 
les équations (4) s'écrivent 

(i — a « — a' S— a'' X u. v 

B'B" ^ B^'B BB' B B' B" 
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Lorsque, dans le cas général (BB'B* -^ o), deux racines de 
l'équation en % sont égales, hypothèse que nous examinons, 
nous savons que (§ 1 93) 

Les équations précédentes se réduisent donc à celle-ci : 

B"^B^"^B^~ ' 

et nous pouvons conclure de cette remaïque, qu'à la racine 
double correspondent une infinité de directions principales, 
lesquelles sont parallèles au plan fixe qui est représenté par 
réqualion 

B"^B'"^B''~"' 

2* Supposons maintenant que Ton ait 

BB'B" = o, 

et que Téquation en S ait une racine double. Dans cette 
hypothèse, nous avons 

et, 

S = A. 

Les équations (4) donnent alors 

(A' — A)ii + Bvzr:o, et B^x^- (A" — A) v:=o, 

les directions principales sont donc, dans' ce cas, parallèles 
au plan qui correspond à Tune ou l'autre des équations : 

(A' — A)y4-Bz = o, ou By-h (A'' — A) 2=0. 

Le cas de la racine triple n'offre qu'un intérêt secon- 
daire, la quadrique qui correspond à Téquation donnée étant 
une sphère. Nous ferons seulement remarquer que les équa- 
tions (4) deviennent alors absolument indéterminées et qu'elles 
sont vérifiées quels que soient les nombres X, [x, v. La raison 
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géométrique de cette indéterminalion, signalée par Tanalyse, 
ressort manifestement de ce fait que toutes les droites de 
Tespace sont, pour une sphère, des directions principales. 

ISOO. Étode du plan principal. Aune racine simple M\ 
de réquation en s, correspond un plan principal dont Té- 
quation est 

6u, sous la forme explicite, 

X (AX'+ B V'+ B V) +- y (B'' X'+ A >'+' Bv') + z (B'\'+ Bix' + AV) 

+CV+Gy + CV=:o. 

Nous avons, d*ailleurs, 

AX' + B'V' + B'v' = S'X' , 
B'T-f-AV + Bv' i=:«V, 
B'X' + Bja' + A'^v' = S'v' . 

D'après cela, Téqualion du plan principal s'écrit : 

(P') S' QJx -h v^'y + v'2) + GX' ^ C V/ H- GN' = o . 

On peut tirer de là plusieurs conséquences. 

1° Cette relation prouve qu'à une racine simple, et différente 
de zéro y de V équation en S, correspond toujours un plan 
principal, situé à distance finie; sa position est d'ailleurs bien 
déterminée. Cette remarque repose sur l'observation qu'à 
une racine simple de l'équation en s correspondent des 
valeurs bien déterminées pour les paramètres X', [jl', et v', 
qui ne peuvent pas être nuls à la fois. 

2° On voit aussi qu'il y a toujours un plan principal à dis- 
tance finie, puisque les trois racines de Téquation en s ne 
peuvent pas être nulles, simultanément. 

3** Si S' est une racine double^ et différente de zéro, de Te- 
^t/a^ion en S; les paramètres X', [jl', v', sont indéterminés et 
assujettis seulement à vérifier une relation linéaire et homo- 
gène. L'équation (P') peut donc s'écrire sous la forme 

UX' + V|x' = o. 
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On voit ainsi qu'elle représente un plan mobile passant 
constamment par la droite fixe qui correspond aux équations 

Uzno, V=:o. 

4** Si s' est une racine triple (racihe nécessairement diffé- 
rente de zéro) les paramètres X', [a', v', vérifient seulement 
régalité 

• 

et Ton peut dira que tom les plans de r espace ont une direc- 
tion principale relativement à la quadrique qui, dans cette 
hypothèse, représente une sphère (§ 192). 

5" Si s' est une racine simple, et égale à zéro ; le plan prin- 
cipal correspondant est rejeté à l'infini, si Ton a 

CV + CV-f CV;zfo; 
au contraire, si 

CV -h G V -+- C'v' = o , 

le plan principal qui correspond à la racine nulle est indéter- 
miné. 

Dans le premier cas, on a (notation du § 128) Ai:zo,et 
A' ^ jpar suite H ^f o. La surface est un paraboloïde. 

Dans la seconde hypothèse, on a A =0, A'zzo; et, par 
conséquent, H m 0. La surface considérée est alors un cylindre 
et Tindétermination du plan principal qui correspond à la 
racine nulle, s'explique en observant que tout plan perpen- 
diculaire aux génératrices du cylindre peut être considéré 
comme un plan principal relativement aux cordes qui sont 
parallèles aux génératrices. Les deux autres plans principaux 
qui correspondent aux racines non nulles sont évidemment 
déterminées par Taxe du cylindre et par les axes de la sec- 
tion normale; la droite que nous appelons ici axe du cylindre 
étant celle qui est commune aux trois plans du centre. 

6* Enfin supposons que S' soit une racine doublé, et nulle* 
En coupant la surface par un plan P, perpendiculaire aux 

De L. Tome m. *4 
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génératrices du cylindre parabolique qui correspond à Té- 
quation proposée, on obtient une parabole. Soit A Taxe de 
cette courbe ; le plan qui passe par A, perpendiculairement à 
P, est le plan principal qui correspond à la racine non nulle. 
Quant aux plans principaux qui correspondent à la racine 
nulle, ils sont Indéterminés ; cette indétermination s'expli- 
quant, d'ailleurs, par là raison déjà donnée tout à l'heure. 



PLANS CYCLIQUES 



901. Déflnition. On nomme plan cycUqtief celui qui 
coupe une quadrique suivant un cercle. La détermination de 
ces plans est une conséquence immédiate de la connaissance 
des racines de l'équation en s ; c'est ce que nous allons 
montrer maintenant. 

^OS^. Théorème. Si S' désigne une racine de Véquation 
en S, on a 

et les équations 

(2) U=:X, V=zp,, 

représentent, quels que soient X et (x, des plans cycliques. 
En effet, nous avons 

P désignant une forme linéaire des lettres a?, y et z. Nous 
pouvons do'nc écrire 

(3) f^%'{x* + y'-\-z')^V^\iV. 
Cherchons les solutions communes aux équations 

/"zzio, et U = X. 
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L'idenlilé (3) prouve que nous pouvons substituer, à ce 
système, le suivant : 

La première de ces équations représente une sphère, puis- 
que P et V sont des formes linéaires; à Taulre, correspond 
un plan. Ainsi, tous les points communs à la quadrique 
donnée et au plan considéré, sont situés sur une circonfé- 
rence. 

Cette remarque s'applique aux plans qui correspondent à 
réqualion 

quel que soit [l. 

dO«l. Théorèuie. A la racine moyenne %\ de Véquation 
en Hy correspondent deux séries de plans cycliques réels. 

En eflfet si nous supposons que les racines de Téquation 
en i^ soient inégales et que »'' désigne la racine moyenne, 
nous avons établi plus haut (§ 187) que cette racine donnait, 
pour la forme quadratique 

(A) ^,^H"{x' + V- + z\ 

une décomposition en deux carrés affectés de signes con- 
traires. Les facteurs que nous avons appelés U et V, au pa- 
ragraphe précédent, sont donc réels. 

Aux deux autres racines de Téquation en S correspondent 
des décompositions en carrés affectés du même signe; les 
plans cycliques, donnés par Tidentité (1), sont alors imagi- 
naires. 

Lorsque l'équation en # a une racine double, à cette racine 
correspond pour la forme (A) un carré parfait; la quadrique 
est alors de révolution, et les deux séries de plans cycliques 
que nous venons de signaler ne forment plus qu'une seule 
et même série. 

5S04I. Théorème. Lorsque deux cercles y, y'> sont situés 
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sur une ^uadrique Q et dans des plans non parallèles M et N, 
ils appartiennent à une même sphère. (Théorème de Hachette.) 

Prenons pour axe OZ la droite A intersection des plans M 
et N et pour plan XOY un plan quelconque, mais perpendicu- 
laire à A. Nous formons ainsi un système d'axes semi-rec- 
tangulaires et les cercles Y) Y> sont situés dans les plans 
ZOY, ZOX. 

Cherchons Téquation générale des quadriques passant par 

les cercles y, y'- 

En faisant ^ := o, dans Téquation cherchée, on doit obtenir 
réquatlon du cercle y> et comme Fangle ZOX est droit, on 
voit que l'équation de la surface affecte la forme : 

y {mx -^ ny -}- pz + B) -\- X* -{- z* -{- Ax -\- Cz -{- D =10. 

D'autre part, en faisant icizio, on doit trouver l'équation 
du cercle y' dans le système YOZ ; il résulte de là que p est 
nul, et que n est égal à l'unité. L'équation cherchée est donc, 
finalement, 

^* + 2/' + 2:" -4- Wicy -f. Aa? + By -h C^ -fD iz: 0. 

Ceci posé, si l'on considère l'équation particulière obtenue 
en faisant «n =: 2 cos X, 

a;* -h y* -f 2* + 2a?y cos X -j- Ao? + By -f- Cz -f- D = 0, 

Cette équation, dans laquelle X désigne l'angle YOX, re- 
présente une sphère qui passe par les cercles y et y'. Ainsi, 
deux sections circulaires, non parallèles, d'une même qua- 
drique, appartiennent à la même sphère. 

560S. Théorème. Il n'existe pas sur une quadriqus trois 
plans cycliques réels formant un véritable trièdre; exception 
faite du cas oU cette quadrique est une sphère. 

Supposons, un instant, qu'il y ait trois plans cycliques réels 
formant un véritable trièdre et prenons ce trièdre pour consli- 
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tuer les axes de coordonnées. Si nous désignons par X, i*, v 
les angles formés par ces axes, nous devons trouver 

^* + y* -+- a^ry cos V 4. Aa: -4- By 4- 1^> 

en faisant z:=. 0, dans Téquation de la quadrique considérée. 
Cette équation peut donc s'écrire 

2 (oo? + Py -4- Y2 4- C)4- a?*+ y*+ 2xy cos v 4-Aar-|-By-+-D=o. 

Cherchons maintenant la section par le plan ZOX ; l'équa- 
tion de cette courbe est 

2 ( «a? -t- Y^ 4- C) -h 0?" -4- Aa? -4- D = , 

et, puisque cette section est un cercle, on doit avoir 

az=:2C0S|x, Y=t. 

Enfin, en considérant la section par le plan ZOY, on voit 
aussi que 

PzracosX. 

En résumé, Téquation de la quadrique est 

a?* 4- y* + j3* 4- 2yz cos X 4- 2^0? cos p. + 2xy cos v + Ao? + By 
+ C^ + D=zo; 

or, nous savons que la surface correspondante est une sphère. 

90G. Théorème. Tous les plans cycliques situés sur une 
qtiadrique sont donnés par la méthode indiquée plus haut 
(§ 2o3); méthode qui repose sur la connaissance de la racine 
moyenne de V équation en S . 

En effet, imaginons un cercle F situé sur une quadrique Q ; 
considérons en même temps deux cercles y» ï'> obtenus par 
la méthode citée et appartenant à deux systèmes différents. 
Si r n'était pas situé dans un plan parallèle à celui de y> ou 
à celui de y' ; si, en d'autres termes, F n'appartenait pas à 
l'un ou à l'autre des systèmes que nous avons trouvés plus 
haut, il y aurait sur Q trois cercles réels appartenant à des 



t 
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plans formant un véritable trièdre, et nous venons de recon- 
naître que cette hypothèse n*était pas admissible, si Q ne 
représentait pas une sphère. 

$60*9. Théorème. Dans les quadriques de révolution, il 
n'y a qu'un système de plans cycliques ; ce système étant cons- 
titué par des plans perpendiculaires à l'axe de la surface. 

Ily a sur cette quadrique des sections circulaires, à savoir 
celles que l'on obtient en coupant la surface par des plans 
perpendiculaires à son axe ; nous voulons montrer qu'il n'y 
en a pas d'autres. . 

Imaginons en effet une section circulaire quelconque et 
prenons son plan, pour planXOY. La quadrique étant de ré- 
volution son équatioQ peut se mettre sous la forme 

(Q) ^ + {ax + by + czy = o, 

S représentant le premier membre de l'équation d'une 
sphère. En faisant zzizo, on doit trouver Téquation d'un 
cercle ; les axes étant rectangulaires, on voit alors que le 
produit ab est nul ; soit a mo. L'équation (Q) devient : 

^ + {by + czy = o. ^ . 

Faisons de nouveau zzno; les coefficients de a;* et de y' 
devant être égaux, on voit encore que b est nul et l'équation 
de (Q) s'écrit enfin 

Le plan cyclique imaginé a donc pour équaljon 2; = o, il 
est perpendiculaire à Taxe de la quadrique ; il n'y a donc 
qu'une série de plans cycliques, plans perpendiculaires à 
l'axe de la surface, 

908. Réciproquement. S'il n'existe dans une quadrique 
donnée qu'une seule direction de plans cycliques, la surface 
considérée est de révolution. 

En effet, soit s" la racine moyenne de l'équation en S qui 
correspond à l'équation de la quadrique proposée. 



PLANS PRINCIPAUX. - PLANS CYCLIQUES 215 

Dans rhypolhèse que nous avons faite, la forme quadratique 

est un carré parfait et Ton peut poser 

? — »" (x* + 2/* + 2') =: {mx -h- W2/ + P^Y' 

On a donc 

/•-: <p + îCo? + 2CV -f- 2Cz + D, 
ou, 

Cette équation prouve que /':izo, représente une surface de 
révolution. 

^MIO. Théorème. Les plans cycliques qui correspondent 
à la racine moyenne S" sont parallèles aux cordes principales 
qui correspondent à cette même racine. 

Posons 

? " U" {x* -h 2/" + 2"; =: {oiX + Py + y^:) (a'a? -f- P'y -4- Y'2?); 
nous avons alors 

D'autre part, les cosinus (X,[x, v), de la direction principale 
qui correspond à s", sont donnés par les égalités. 

(A-"S)X-hB'V + B'v=io, 
B"X -f- (A'— M") ;i. 4- Bv - o, 

La première de ces relations, en tenant compte des égalités 
(1), peut s'écrire 

2aa'A -I- («P' + jEa') [l H- (y*' -h «yO v = 0, 

ou 

« (a'X+ 6 V -h y'v) -f- a' («X 4- pjx -h Y^) = 0. 
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On voit ainsi qu'en posant 

p = aX -4- PlJ. -h Y^, et 7 n a'X -f- ?V H- ï'^ 
on a 

(2) «p + a' j = o, Pp -f- 3'ff = o, yp-hy'(j:=io. 

Si Ton suppose j =: o, ces relations donnent : 

ap = o, Pp = o, YP = o» 

et, par suite, p = o ; les paramètres a, 6, y ne pouvant pas 
être nuls à la fois. Les plans cycliques sont donc l'un et 
Vautre parallèles à la droite représentée par les équations 

X _y z * 

droite qui est une corde principale correspondant à la ra- 
cine S". 

Enfin, si Ton admettait que p et or fussent différents de zéro, 
les relations (2) donneraient 



a _P_ Y 

«'~P'~y' 



la forme 9 — M" {x* 4- y* -h z*) serait un carré parfait. Dans 
ce cas, la surface serait de révolution ; il n'y a plus alors 
qu'une série de plans cycliques réels qui correspondent à la 
racine double. On sait qu'à cette racine correspondent une 
infinité de directions principales qui sont toutes parallèles à 
un plan fixe, perpendiculaire à l'axe; elles sont donc aussi 
parallèles aux plans cycliques de la surface. 

9 10. Ombilics. Les points communs à une quadrique et 
aux diamètres conjugués des plans cycliques réels s'appellent 
les ombilics. 

Il y a, en général, quatre ombilics: réels, imaginaires, ou 
rejetés à l'infini. Nous reviendrons plus tard sur la déter- 
mination de ces points remarquables* 



EXERCICES 



i. On considère les deux droites A, A' qui correspondent aux équations 

X y z X y z 

a 6 Y a' 6' y' 

poj» Vorigine, on mène une droite mobile A^, faisant avec -A, wn an^/e V ; 
avec A', «n an^/e F'; cw angles V, V'^ ayant des cosinus dont le produit est 
constant. 

Démontrer que le lieu décrit par A" est un cône du second ordre et que 
les plans cycliques de cette surface sont perpendiculaires : les uns sur A, les 
autres sur A'. 

Reconnaître géométriquement cette propriété. 

En posant 

cosVcosV' = K, 

on troaye, pour Téquation du lieu décrit par A'^^ 

K (a?* H- y* + Z*) = (aa? -f- Py -f- Y^) ( «'a? -H 6'y -»- •> ''^) ' 
Cette équation met en éyidence la propriété énoncée. 




La démonstration géométrique est aussi très simple. Prenons sur A'' un 
point M et projetons ce point en P sur le plan Ao A'; de P abaissons sur 
A et sur A' des perpendiculaires PQ, PR et joignons enfin MQ et MR. 
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Nous avons 

OQ = OM cos V, OR = OM cos V, 

et, par suite^ 

(i) OQ.ORzzK.ÔM*, 

Dans le plan A'oA" élevons une perpendiculaire à A'', au point M, et 
soit S le point où elle rencontre A' ; le triangle rectangle OMS nous donne 

(2) ôm' = or.os. 

Des égalités (i)*et (2) nous déduisons 

OQ^K.OS. 

Si nous supposons que le point Q soit fixe, alors S est aussi un point 
fixe ; le point M qui est mobile avec A'^ appartient : !<> & la sphère décrite 
sur OS comme diamètre; 2** à un plan fixe perpendiculaire à A, au point 
Q. Le lieu décrit par la droite A'' est donc un cône, ayant pour sommet 
le point 0, et, pour directrice, un cercle situé dans un plan perpendicu- 
laire à A. 

ft. Exprimer que V origine est un ombilic. 

En prenant le plan tangent à l'ombilic pour plan XOY, Téquation de la 
surface est 

X* -j-y^z^z {mx -f- ny -i-pz -f- q). 

Si les axes de coordonnées sont quelconques on exprime que la section 
faite dans la surface par le plan qui a pour équation 

Cx + C'y + ÇJ'z= 0, 

est du genre cercle. 
3. Déterminer les plans cycliques de la surface qui con^espond à Féguation 

X* -{- lOLyz^z 1. 

Les racines de l'équation enSsont — a, + a, et + 1. Trois cas doivent être 
distingués suivant que a est supérieur,, égal, ou inférieur à l'unité. On voit, 
en particulier, que si a = 1 ; la surface proposée, qui est un hyperboloïde 
à une nappe, est de révolution. 



DIX-SEPTIÈME LEÇON 



INVARIANTS. — RÉDUCTION (Axes rectangulaires). 

^11. Nous allons maintenant appliquer la connaissance 
des directions principales dans les quadriques, connaissance 
qui, comme nous Tavons montré, dépend de la résolution de 
réquation en s, à la réduction de Téqualion générale du 
s3cond degré à des formes simples; cette réduction étant, 
cette fois, effectuée avec des axes rectangulaires. Nous éta- 
blirons d'abord les invariants qui nous serviront dans le 
calcul que nous entreprenons. 

Les notations que nous adoptons sont les suivantes. La 
quadrique Q a pour équation, dans Tancien système, 

f{x,y,z,t) = o, 

f =: kx" - j- A'2/* + AV + i^yz -4- 2B'za? -f iWxy 
2Ca?-f-2CV-f- 2^2 + 0; 



• et, dans le nouveau système 

F(X,Y,Z,T) = o, 

F s: ar 4- a'T + a"Z* + ibYZ + 26'ZX + 26''XY 

+ 2cX H- 2c'Y + 2c''Z + d . 

Les angles des axes, dans ces deux systèmes, sont respecti- 
vement X, [x, v; V, (x', v'. Enfin, les coefficients de l'équation 
en s sont : 

Ao, I, J, A, 
pour f; et 

Ao, i, y, A, 
pour F. Enfin, les hessiens des formes /" et F sont représen- 
tés par les lettres H et ^. 
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591^. Théorème. Qtuind on passe <Pun système (X,{x,v), 
au système ()/, \fJ, v'), les fonctions : 

JL -^ A 

Ao' Ao' A/ 

«on/ de« invariants. 
En effet, dans ce passage, 

ç devient $ 

et V, 

V :s a?' 4- y' 4- 2* -I- 2zy cos X 4- 2zx cos h- 4- aa^y cos v , 

devient U, 

U S X; -h Y* + Z* -f- 2ZY cos V -f- 2ZX cos [a' -f- aXY cos v'. 
Par conséquent, 

quelle que soit la constante s . 

Si Ton choisit cette constante de façon que le discriminant 
de ç — (i.t) soit nul, cette forme quadratique devient une 
somme de deux carrés et en effectuant une transformation 
linéaire on conservera cette forme algébrique. Ainsi $ — S.U 
est ime somme de deux carrés ; les équations en s, qui cor- 
respondent aux deux formes ç et $, ont donc les mêmes ra- 
cines. 

L'équation en S étant, comme nous l'avons vu (§ i84), 



5(S)=: 



A— S B'' — Scosv B'— Scos|i. 

B'' — Scosv A' — S B— ScosX 

B'— ScosiA B —ScosX A"— S 



=10, 



on remarquera que le coefficient de m' est le discriminant 
Ao de la forme v, et que le terme tout connu est égal à A, 
discriminant de la forme <p; si Ton désigne, comme nous 
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Tavons déjà fait, par I et J les deux autres coefficients, on 
voit que les deux équations : 

ayant les mêmes racines, on doit avoir 

Ao_I_J_A 

Ainsi, les fonctions suivantes : 



^: ^: Ao' 

conservent la même valeur, quand on passe d*un système 
d'axes à un autre système; la transformation en question 
étant effectuée sur la forme ç, au moyen des formules con- 
nues (§ 19). 

913. Théorème. Dans la transformation générale des 
coordonnées^ la fonction 

Ao' 

est un invariant. 
Considérons la forme quadratique r {x, y, z, t), 

rsx*-fy'-f ^•-f-2y^cosXH-2;îx*cos(ii.4-2a?ycosv + 2Ya7^+2Y'y^"*-2Y"'2^^ +0^* 

Après la transformation, r devient une forme quadratique 
R des lettres X, Y, Z, T, et Ton a : 

R s X* + Y* -h Z* -h 2YZ cos X' -f. 2ZX cos ix' 4- 2XY cos v' 

2rXT + 2r'YT 4- 2P'ZT -h GT*. 



Ainsi, après la transformation, 

f devient F , 

r » R; 
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par conséquent, quel que soit K, 

/*— Kr devient F — KR. 

Disposons de K de façon que la forme quadratique f — kr 
soit une somme de trois carrés et, à cet effet, égalons son 
discriminant à zéro. L'inconnue K est donnée par l'équalion 



A(K) = 



A- 


-K 


B " - Kcos V 


B' 


— Kcosii. 


C-Ky 


B" 


— K cos V 


A' — K 


B 


—KcosX 


G' Ky' 


B' 


— K cos |x 


B — KcosX 


A" 


— K 


C" Ky" 


G 


-Ky 


C — Ky' 


G" 


-Ky" 


D-Kflr 



= 



Cette équation en K est du quatrième degré ; le terme tout 
connu est le hessien H, et le coefficient de K* est le hessien 
Ho de la forme r. 

L'équation précédente peut donc s'écrire • 



(i) IIoK* — ....+H 
Considérons maintenant Téquation 



o, 



0, 



et désignons par p le rayon de la sphère qui lui correspond. 
Nous avons démontré précédemment (§ 76) la relation 

Aop' + Ho-o. 

D'après cela, l'équation (i) devient 

Aop'R*-}-....— H = o. 

Si nous cherchons, de même, l'équation en K qui correspond 
à la forme F — KR, nous aurons, p ayant la même valeur, 

AoP*K*-h — — /m=o. 

Ces deux équations en K ayant les mêmes racines, nous 
concluons enfin que 



IJ h 
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La fonction — jouit donc de la propriété de rinvariance. 

11^14. Remarque. Les démonstrations précédentes sont 
soumises à l'objection ordinaire que nous avons déjà signa- 
lée dans la géométrie plane (§ 208). La conclusion à laquelle 
aboutissent toutes ces démonstrations est rigoureuse, si Ton 
suppose que les deux équations considérées (ou seulement 
Tune d'entre elles) n'ont pas de racines multiples; elle n'a 
plus la même certitude, dans Thypothèse contraire. 

Pour Péqualion 5 (s) = o, il a été répondu déjà à Tobjec- 
tion en question (G. pL, loc. cit.) 

Quant à l'équation A (K) = o, nous verrons un peu plus 
loin qu'elle ne peut avoir de racines égales que si la sphère 
considérée est tangente à la quadrique donnée. Cette circons- 
tance particulière ne sera pas réalisée, si, comme nous le 
supposons, rm représente une sphère quelconque dans 
l'espace. 

5^1 &. lavariant particulier au cylindre. Théorème. 

Si Von considère le hessienR correspondant à une forme qui, 
égalée à zéro, représente un cylindre, la somme des trois mi- 
neurs, somme qu'on peut représenter par H^ -h Hj^, + ^'^n 

est un invariant, quand on passe d'un système rectangulaire 
à unsystème de même espèce. 

En prenant Taxe du cylindre pour axe oz^ et les deux axes 
d'une section normale quelconque pour axes ox et oy /Téqua* 
lion du cylindre, dans le nouveau système, est 

On a donc 

f{x,y,z,t) =: aV + a'T -h a"T 

x^yjZ,t désignant, dans cette identité, des formes linéaires 
des lettres X, Y, Z,T. Si l'on observe que ^ iz T =: i, on voit 
que la forme quadratique 

(i) f{x,y,z,t)--a"t\ 
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est une somme de deux carrés ; et comme son discriminant 

A B" B' C 

B' A' B G' 

B' B A' G» 

G G' G" D —a' 

tous les mineurs de prâmière classe de ce déterminant sont 
nuls. 
En particulier, on a 



ou 



A' 


B 


G' 




B 


A' 


G' 




G' 


G' 


D- 


■a' 


h;- 


-a' 


(A'A» 


— . \ 



~B*) = o. 



On trouve, de même, 



h;, — a' (A"A — B'«) n o, 
h;, — a''(AA' — B'") = o. 

Ces trois dernières égalités donnent, par combinaison, 
(2) h; 4- h;, 4- H;„ iz a" (AA' H- AA"+ A'A'' - B* — B'*— B'^) 

On a d'ailleurs, par application des invariants, 

a-+-a' = A + A'+A" 

aa' = AA' -f- AA" + A'A'' — B' — B'* — B"'. 

D'autre part, les nombres w, et w, 



rV 



n 



o^ ^ a 

~ a' "^ ""o^ 

sont des invariants absolus parce qu'ils représentent les car- 
rés des axes de la section normale. Ces deux formules con- 
dulsent à la suivante : 



(3) — (m + n) 1= a' 



aa' 



zza' 



A + A'-f-A^' 



AA'-hAA^ + A'A''— B'— B"— B''* 
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Les fonctions ; 

A 4- A' + A", A A' H- AA^' + A'A" — B* — B" — B''*, 

jouissant de la propriété de l'invariance, m et n étant des 
invariants absolus, les égalités (2) et (3) prouvent l'exactitude 
du théorème énoncé. 

La démonslralion précédente est en défaut dans le cas du 
cylindre parabolique, maison considérant celte surface comme 
la limite d'un cylindre ellipligue ou hyperbolique dont la 
seclion droite se déforme, et tend vers une parabole, on peut 
admettre que l'invariant 

est applicable aux cylindres paraboliques. 



RÉDUCTION DE L'ÉQUATION GÉNÉRALE 

(Axes rectangulaires.) 



916. Théorème. A deux racines distinctes de Inéquation 
en S correspondent deux directions rectangulaires. 

Les notations adoptées plus haut (§ 200) étant prises de 
nouveau, on a * 

AV + B V + B'v' = S'X', A)/ + BY + B V 1= S^O/ , 
B'X'-f- AV 4- Bv' = S V, B''X"-f. xy h- Bv" = ^Y y 
B'X'-+ B|x' -h A"v' = S'v', B'X'' 4- W 4- M'^"= ^"^" . 

Multiplions ces égalités, respectivement, par 

X^iA^V'; et X',[a',V; 

nous avons, par comparaison, 

(S' - S") (XV + [A V + v'v'O zz: . 
Db L. Tomb IU. 1 5 
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Comme m' n'est pas égale à s'^, nous concluons^ de celte 
égalité, la suivante: 

et celle-ci prouve le théorème énoncé. 

f^ÈH. Théorème. Lorsqu'on prend pour axes de coor- 
données O'X, O'Y, O'Z trois directions principales. 

1® Les termes en XY, XZ, et YZ disparaissent. 
2« Les coefficients des termes en X*, Y', et Z* sont égaux atuv 
racines de Péquation en S. 
Les formules de transformation étant 

xzzzWX-h'k'Y-hVZ, 
y = li.'X -f- ix'' Y -f- ijl'^Z , 
^ = v'X 4- v^Y + v'^Z ; 

la forme f (a;, y, z, t) devient F (X, Y, Z, T) et les nouveaux 
coefficients se calculent par les formules : 

a = AX'* +AV-f- AV + 2B|xV4- 2BVX' + 2BV'>^' 
a'= A\"* + + 2B VX" 

a"= AX'"« + + aBV"''^" 

b ==:AXV + AyV'-4-AVV^+B(H.V'+vV'0+B'(XV'+ vV') 

+ B''(XV-+-A"') 
6'=AXV'+ •. 4- B"(X V + l^V') 

b'z=:AX'r-h +B''(XV'+ixV). 

D'autre part, les relations : 

IAX'-hBV + BVzzzST, 
B''X'H-AV'-hBv'i=»y, 
B'X' + B\fJ -f- A"v' = S'v' , 

multipliées respectivement par X" [t!' v", donnent 

. ô'' = S' (XV + \f.y + v\") 



et, par conséquent, 
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b" — o, 
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puisque les directions principales sont, deux à deux, rectan- 
gulaires. 

On voit de même que b. et b' sont nuls. 
Enfin, si Ton multiplie les égalités (H) par X', [;./ v', et si 
Ton ajoute ces résultats, on a 



ou 



a =3 S' (V -h V.'* + v'*), 



« = S'. 



On trouve aussi 



a'-^\ et a^zisr 



918. Réductioa des surfaces de la première 

(A;2io). Faisons d'abord tourner les axes (supposés rectan- 
gulaires) autour de Torigine et prenons pour axes nouveaux 
le trièdre que nous avons appelé trièdre principal. Si les ra- 
cines de réquation en s sont distinctes, ce trièdre est bien 
déterminé; si non, nous avons vu qu'il y avait une infinité 
de trièdres principaux et, dans ce cas, nous prendrons Tun 
d'entre eux, arbitrairement. 
L'équation de la quadrique prend la forme 

§'X* + ^"T + S'^Z* — 2yX — 2y'Y— 2y"Z 4-0 = 0. 

En transportant les axes, parallèlement à eux-mêmes, au 
point dont les coordonnées sont : 



ï' 



jf 



S'' s»' s*' 



réquation comporte une nouvelle simplification et devient : 
(iiilculons maintenant la nouvelle constante Dj. A cet effet» 
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remarquons que le hessieii de celte équation se réduit à 
S'»"»'"Di ; nous avons donc, les axes étant rectangulaires, 

(A,= i)(§2i3) 

et comme 

nous obtenons, enfin, 

Concluons donc : // existe, pour les surfaces de la première 
classe, un trièdre trirectangle qui, étant pris pour constituer 
les axes de coordonnées^ domine Véquation de la surface sous 
la forme : 

(1) s'5*-hSV + sT-4-^ = o. 

Dans cette équation, H est le discriminant de la forme f, 
A celui de ç; enfin »', »", »'", désignent les trois racines de 
Véquation eri S. 

^19. Rédactioa des surfaces de la secsoade elasse 

(A=zo, H'^o). Dans le cas où l'équation donnée représente 
Tun des deux naraboloïdes, nous savons que Téqualion en s 
admet une seuie racine nulle »'. La quadrique, rapportée au 
trièdre principal, a pour équation 

S'^Y* + S''Z* — ayX — 2y'Y — 2y''Z -h D = o. 

Transportons maintenant les axes, parallèlement à eux- 
mêmes, au point qui a pour coordonnées : 

réquation devient 
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Disposons alors de rindétennînée a de façon que nous 
ayons 



./« 



chose possible, car y n'est pas nul(*); nous obtenons Téqua- 
lion réduite 

(II) SV4-ST— n5=o. 

Pour calculer y, observons que le hessien de cette équation 
est 









— ï 





S' 








S'" 





Y 









= - Y* S' S". 



Nous avons donc (§ 2i3) 



,*^ff^m 



H = - Y S"S 

Cette relation fait connaître pour y deux valeurs égales, et 
de signes contraires. Il ne parait pas aisé de vérifier que ces 
valeurs sont réelles, mais on peut expliquer, à priori, pour- 
quoi elles le sont nécessairement. En effet on peut supposer 
que Ton ait effectué directement sur Téquation donnée, et 
sans avoir recours à la connaissance des invariants, la trans- 
formation nécessaire pour aboutir à Téquation (II). Nous 
savons, d'ailleurs, que cette transformation est possible et 
qu'elle ne peut introduire dans le calcul que des éléments 
réels; ainsi y est une quantité réelle. 

Quant au double signe qui affecte la valeur de y, il n'apporte 
avec lui aucune ambiguïté; puisque, en changeant, à volonté, 
la direction de l'axe o Ç, on peut disposer du signe de y- 



1. Si Y était nul, la quadrique proposée serait un cylindre et non, comme 
nous le supposons, une parabololde. 
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En résumé : les surfaces de la seconde classe rapportées à 
un certain Irièdre trirectangle ont une équation de la forme 

(II) S^*-hST = 2Y5, 

s'' et %*" étant les deux racines non nulles de V équation en%, 
et le coefficient y ayant pour valeur absolue : 



w^ 



— H 



95MI. Rédaction des surfaces de la troisième classe. 

On trouve, d'abord, par la considération du trièdre principal, 



S'X' -f. S V — 2yX — 2y'Y h- D = ; 

puis, par un transport convenable des axes, parallèlement à 
eux-mêmes, 

(III) S'X*-+-SV=:D,. 

Pour calculer D, on peut utiliser l'invariant particulier au 
cylindre W^ -h Hj^, -f- H^,, ; mais, dans la pratique, il parait aussi 

simple d'effectuer la réduction directement, et comme nous 
allons l'indiquer. 

On sait que toutes les sections planes faites dans la surface 
qui nous occupe ont leurs centres placés sur une droite 
fixe, que nous appellerons Vaxe du cylindre. En particulier, 
on pourra considérer la section faite par Tun des plans de 
coordonnées et transporter les axes, parallèlement à eux- 
mêmes, au centre de cette section. 

Les équations de Taxe sont alors 

X y z 

a~6~Y' 

et si Ton coupe le cylindre par un plan perpendiculaire à 
cette droite, ce plan a pour équation 

oix-^6y -Hy^izio. 
En cherchant ensuite Téquation de la section dans ce plan. 
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problème que Ton résout par des formules connues (§ âS), 
on aura Téqualion de la section droite et, par la transfor- 
mation ordinaire, l'équation réduite de celte section. 

Cette méthode, légèrement modifiée, s'applique au cylindre 
parabolique. On met en évidence une génératrice de celte 
surface, puis Ton traiisporte les axes, parallèlement à eux- 
mêmes, au point où celle droite rencontre l'un des plans de 
coordonnées ; ou en un point quelconque de cette droite, si 
Ton y trouve quelque avantage. En chercîhant alors la section 
droite on obtient l'équation d'une parabole, et on sait com- 
ment on trouve Téquation réduite de cette courbe, en axes 
rectangulaires. 

ft^l . Rédaotlon ûea surfaces de la quatrième et 
de la cinquième classe. Lorsque la surface proposée 
représente un cylindre parabolique, la considération d'un 
trièdre principal conduit d'abord à l'équation 

a Z* — aiwX — 2nY — apZ -hq-rzo. 
En posant : 

mzzzt cos ç , w z= ^ sin ç . 

régalilé précédente peut s'écrire 

aZ* — 2t (X cos 9 + Y sin ç) — 2pZ 4- g ==: o . 

Effectuons maintenant une rotation d'amplitude, 9, autour 
de OZ ; les formules de transformation sont : 

X = X' cos 9 — Y' sin 9 , 
Y=X'sin9-+-Y'cos9, 
Z = Z', 

et nous obtenons Téquation nouvelle 

aZ" — 2»' — apZ' -^ g = o. 

En transportant les axes, parallèlement à eux-mêmes, au 



232 DIX-8EPTIÈME LEÇON 

sommet de la parabole qui correspond à cette équation, 
nous avons, finalement, 

(IV) aÇ*=:A?. 
Quant au paramètre - qui représente la dimension du cy- 

CL 

lindre proposé, on peut le calculer : soit par l'application de 
l'invariant H]^-hH^,;4-H^„, soit parla méthode directe que 

nous avons indiquée tout à l'heure. 

Le cas des surfaces de la cinquième classe n'offre aucun 
intérêt; ce qu'on peut appeler ici la dimension de la sur- 
face c'est la dislance des deux plans parallèles, et cette lon- 
gueur se détermine immédiatement, quand on a mis, par un 
calcul évident, Téquation proposée sous la forme : 
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f . Rapporter à son centre et à ses axes^ la qitadrique qui a pour équa- 
tion 

iJlx* 4- i4y* 4- S^* — Sxy — Axz — 4yz -f- i8a? — iSy -}- 5 zz o , 

L'équation en S est, dans cet exemple, 

S' — 36(i'-K 396»— 12961=0; 

Ses trois racines sont 6, la, et 18; et le résultat final est donné par l'é* 
galité 

6X' -h 9 V + 3Z* zi: 2 . 

S. Rédutre, en axes rectangulaires, le paraboloïde elliptique qui corres- 
pond à l'équation j 

. 32x* + iSy^-hSoz^-^-iSxy — ^x + Ayzzio. 
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L'équation en S est 

S* — 1 ooS 4- 2000 3= o ; 

et, Ton trouve, pour l'équatiou réduite 

ioX*+ioy=i, 

3. Trouver les dimensions de la surface qui qui est représentée par 
Véquation 

rr*(2a* -h P*) -h 2/* (^^3* 4- «") -H ^^^ («• -♦- P*) -+- aagajy = «* 4- 6«. 
L'équation en S est 

■«' - 4(a* -H P*) »• + 5 («• + P7 » - a (a* + g')' = o ; 

« 

elle a deux racines égales à a'-f'P' ^^ ^^ troisième égale à a (a*4' P')> 
L'équation réduite est 

X'-hY"— 2Z*=i. 

4. Trouver les plans principaux et les dimensions de ^ellipsoïde qui a 
pour équation 

a^{2(x' -h g") + îr'(2P' -h «•) 4- 2 (a" + 3«)2» -h 2aPa:y = a" -h pV 
Les plans principaux correspondent aux équations : 



Pjj — (xy=zo, aa?4-Py — V^a*-|-6*2s:o, 



«^+ Py + VaM-6^^ = o, 
et Tëquation réduite est, finalement. 

2V-h 2Y*~Z'Z=1. 



■^^—w '9^ 



^ 
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INTERSECTION DE DEUX QUADRIQUES. — 
HOMOTHÉTIE ET SIMILITUDE 



999, Deux quadriques correspondant aux équations : 

(i) = 0, ^ = 0; 
Q s Aa?*+ Ay + A V+ 2By^-^ 2B'^a?-h 2B"a?y 4- 2Cxt'h2Cyt 4- -iC'zt-hDf] 

admettent une infinité de poinis communs: L'ensenible de 
ces points forme une courbe y qui, généralement, est une 
courbe gauche du quatrième ordre. Dans certains cas parti- 
culiers, elle se décompose en deux coniques; et, dans une 
hypothèse, plus particulière encore, que nous signalerons 
plus loin quand nous nous occuperons des quadriques homo- 
thétiques, Tune de ces coniques peut être rejetée à Tinfini. 
En un mot, c'est la situation relative de deux quadriques, 
données par leurs équations, qui fait Tobjet des développe- 
ments exposés dans cette leçon. 

993. Théorème. Il existe, en général, quatre cônes pas- 
sant par la courbe y, intersection de detuc quadriques. (Théo- 
rème de Poncelet.) 

Démontrons d'abord que l'équation 

représente Téquation générale des quadriques Q, passant p^r 
les points communs aux quadriques Q et q. 
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1*» La quadrique (Q') passe par tous les points communs à 
Q et à g, car toute solution des équations (i) est, visiblement, 
une solution de (Q'). 

a*» Montrons maintenant que (Q') représente Téquation de 
toutes les quadriques passant parla courbe y, définie comme 
nous venons de le dire. 

En effet, soit Mo un point, non situé sur y, et appartenant 
à une quadrique S passant par y; l'équation 

représente une quadrique S passant par y ot par Mo; je dis 
que S' se confond avec S. 

En effet, un plan P passant par Mo coupe S suivant une 
conique a, et S' suivant une conique a' ; ces deux courbes 
ont cinq points communs, savoir : i® les quatre points com- 
muns à 7 et à P, 2» le point Mo. Ainsi, a, et c' se confondent; 
et ceci ayant lieu pour une infinité de plans tels que P, les 
deux quadriques S et S' sont elles-mêmes confondues. 

Ceci posé, revenant au problème qui nous occupe, nous 
observerons que Téquation (Q') représentera un cône, si elle 
est une fonction homogène, et du second degré, de trois 
formes linéaires telles que 

<yx -}- Py -|- Y^ + ^t- 

Ainsi, le discriminant de XQ-Hixg est nul, cette forme 
devant être décomposable en trois carrés, tout au plus. 
Ecrivons donc 



9 = 



XA -f-l^a 

XB' + \i.b' 
XC + [f^ 



XB" -h [Lb' 
XA' -h [f-a' 
XB +\Lb 
XC -h V^' 



XB' +\Lb' XC + [XC 

XB -1-1*6 XC'-f-ixc' 

XA^'-f-H^a" W-hV-c" 

XC"-+-[xc" XD+iAC? 



n o. 



Celte équation développée peut s'écrire 



(i) HX*-f.exV + ©'XV-h©''Xix'-+-V='>, 
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II et h désignant les hessîens des formes Q et q. Nous sup- 
posons, d'ailleurs, que les équations 

Qzno, ^ = 0, 

représentent de véritables quadriques et que, en particulier, 
les fondions H et A sont différentes de zéro/ L'équation (i) 

permet donc de calculer, pour le rapport-, quatre valeurs : 

réelles, imaginaires, ou coïncidentes. Concluons enfin qu'il 
existe quatre cônes passant par les points communs à deux 
quadriques ; en sous-entendant que ces cônes peuvent être, 
suivant les cas proposés, réels, imaginaires, ou coïncidents. 

9JS4. Théorème. Deux quadriques Q, q, étant données ; 
il existe^ en général, quatre points jouissant de la propriété 
d'*avoir le même plan polaire par rapport à ces deux surfaces. 

Ces quatre points sont les sommets des quatre cônes passant 
par les points communs à Qet à q. 

Soient (a?, y, z, t) les coordonnées d'un point M ayant le 
même plan polaire par rapport aux deux quadriques qui 
correspondent aux équations 

Q = o, q = o. 

Les deux équations : 

xo;-^Yo;^.zQ;+To;=o, 

devant représenter le même plan, on doit avoir 

>^o;+m;=o, ^o;+i^^;=o, ><o>m;=o, \q\+^',=o. 

Ces équations, linéaires et homogènes, par rapport aux 
lettres a?, y, z, t, devant être vérifiées par une solution non 
nulle, leur déterminant général est nul. Ce déterminant étant 
précisément le discriminant de la forme X Q + H^ â', on trouve, 
de nouveau, la condition 

Il y a donc quatre points tels que M (du moins dans le cas 
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général) et ces points sont justement ceux que nous avons 
rencontrés dans le paragraphe précédent. Nous allons expli- 
quer tout à rheure celte coïncidence. 

Ces points M» Mi Mj M3 forment un tétraèdre qui est di^ 
conjugué aux deux quadriques. 

En général, un tétraèdre est conjugué, ou aulopolaire^ par 
rapport à une quadrique, lorsque chacune de ses faces a pour 
pôle, relativement à cette surface, le sommet opposé. 

1S95. Théorème. Le plan polaire P de Vun des points M, 
précédemment trouvés, est le même pour toutes les quadriques 
qui correspondent à Véquation 



^ et X étant des nombres variables. 

Le plan polaire de Mo {ocoy Voy Zo, to), par rapport à la qua- 
drique qui correspond à l'équation (1), est 

-i-t(x'q;^-»-i*'<7;j=o. 

On a, d'ailleurs, 



^o o o o 

L'équation (a) donne donc, par combinaison avec ces rela- 
tions, 

(V - l^V) (X?;^ + Y9; + Y?; H- T!^; j := o ; 

et cette égalité prouve que Po, plan polaire de Mo, est le 
même pour toutes les quadriques (1). 

ft^t^. Théorème. Le plan polaire de Mo, par rapport à 
toutes les quadriques (1), est le plan M^ Mj Mg. 

En effet, considérons les trois cônes qui ont pour sommets 
les poyits Mj, M,, M3, surfaces qui peuvent èlre considérées 



238 DIX-HUITIÈME ET DIX-NEUVIÈME LEÇONS 

comme correrpondant à réquation(i), pour des valeurs par- 
ticulières, et convenablement déterminées, des paramètres 
X', |/.'. Le plan polaire de Mo par rapport à chacune de ces 
cônes, passe, évidemment, par son sommet; ceci établit la 
proposition. 

999. Théorème. Lorsque deux coniques a et ê, situées 
danser espace, ont deux points communs G et D, on peut faire 
passer par ces courbes deux cônes du second ordre. 

Prenons les plans de a et de 6 pour plans de coordonnées ; 
le plan XOY étant un plan quelconque, coupant CD. 

Les équations des coniques proposées sont 

Ay + 2;'-+- 2By2 -h 2C'y-f-2m2:-|-P=ro, 

et réquation générale des quadriques qui ont pour traces ces 
courbes a et 6, sur les plans ZOX, ZOY, est 

(i) Aaî*4-Ay4-j3;*4-2By2;4-2B'2a;-+-2Xa?y-i-2Ca?-f-2C'y-h2m2:-f-p=o, 

X désignant un paramètre variable. Pour que cette équation 
' représente un cône, il est nécessaire que son hessien soit 
nul ; écrivons donc 

C 

C 
m 

P 

Cette équation est du second degré en À, et le coefficient 

de X' est égal à m* — p. Si nous supposons que les points C et 

D soient distincts, il y a deux cônes (réels ou imaginaires) 

passant par a et ê. 
Lorsque les points C et D deviennent coïncidents, le terme 

en X* disparaît et il n'y a plus qu'un cône passant par les 
deux coniques ; Tautre cône, correspondant à une valeur 

infinie de X, se réduit, d'après l'équation (i), aux deux plans 
passant par les coniques. Cette propriété résulte encore des 
considérations géométriques suivantes. 



A 


X 


B' 


X 


A' 


B 


B' 


B 


1 


C 


C 


m 



o. 
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. Considérons les deux coniques a et 6, situées dans 
les deux plans U et V, mais ayant deux points communs C et 
D ; si nous menons à ces coniques des tangentes parallèles 
à CD, nous obtenons quatre points de contact A, A' ; B, B' ; 
et ces deux points étant joints, deux à dsux, déterminent un 
quadrilatère complet. Il faut en effet observer ici que les 
droites AA' et BB' (diamètres conjugués des cordes parallèles 
à CD) passent, Tune et Tautre, par le milieu de cette droite ; 
les quatre points considérés sont donc dans un même plan 
et, étant joints deux à deux, comme nous venons de le dire, 
donnent trois points T,S, o) ; celui-:ci étant le milieu de CD. 

Ceci posé, nous allons montrer que les coniques a et 6 ap- 
partiennent à un même cône ayant pour sommet, soit le 
point S, soit le point T. 

Pour le démontrer, imaginons le cône S qui a pour som- 
met S et pour directrice a, ce cône coupe le plan V suivant 
une conique que nous désignerons par 6' ; et nous allons 
établir que 6' se confond avec 6. 

Nous voyons d'abord que 6' passe par les quatre points 
B, B', C, D ; cherchons la tangente à 6' au point B. Cette droite 




Fig. 26. 

est l'intersection de V avec le plan tangent à 23, le long de SB ; 
mais ce plan tangent est déterminé par SAB et par la tan- 
gente AK ; comme BH est parallèle à AK, on peut dire quç 
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SBH est .le plan tangent à 12 au point B. Ainsi, la droite BH 
est la tangente à 6' au point B ; les coniques 6 et 6' ont donc 
cinq points communs, savoir : 1* les points C, D, B' ; 2* 
deux points confondus avec B, sur BH; ces deux coniques 
coïncident donc. 

5IS9B. Lorsque les points C, D sont confondus, le cône qui a 
pour sommet le point T coïncide alors avec le système des 
deux plans U et V. Il ne reste plus, comme Ta montré l'ana- 
lyse, qu'un seul cône ayant pour sommet un certain point, 
représentant la posilion limite de S. 

Pour déterminer cette position limite, on peut observer que 
le cône S. peut être engendré de la manière suivante. Ayant 
pris un point M sur CD ; si, par M, on mène des^ tangentes 

V 




Fig. 27. 

aux coniques a, .6, la droite qui joint les points de contact 
passe constamment par les points S, ou T. Nous avons en 
effet démontré que les droites joignant S à un point l de a 
coupait le plan V en un point J situé sur 6. En ces points 
correspondants I, J, on peut mener les tangentes aux co- 
niques proposées ; et ces droites coupent CD au même point 
M, ce point étant celui qui est commun à CD, et au plan 
tangent à S le long de la génératrice SU. 
C'est en appliquant celte remarque qu'on peut déterminer, 

comme l'indique la flgure ci- dessus, le point a, position 
limite du point S. 
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930. Théorème. Lorsque deux quadriques ont cinq points 
communs dans un plan, l'intersection se compose de deux 
coniques. 

Soient A, B, C, D, E les cinq points communs à deux qua- 
driques Q, q, points situés dans un plan P ; ce plan coupe Q' 
suivant une conique T qui passe par les cinq points, et q 
suivant une conique y passant, elle aussi, par ces points. 
Nous concluons de là que les coniques F et y se confondent. 

Cette remarque étant faite, prenons le plan P pour plan 
XOY; les équations des quadriques Q et ç doivent donner la 
même courbe (F ou y) quand nous supposons z=zo. Soit 
<p — 0, l'équation de F (ou de y) dans le plan XOY ; U et V 
désignant des formes linéaires des lettres x, y, z, nous aurons : 

(i)%U = tj), (2) 2:V = 9, 

pour représenter les équations des quadriques considérées. 
Pour chercher les points communs à ces surfaces, nous devons 
résoudre (1) et (2) ; ou Tune d'elles, avec Téquation 

(3) ;2(U~V) = 0, 

obtenue par la combinaison des relations (1) et (2). Les points 
communs à Q et à g sont donc situés dans le plan YOX, ou 
dans celui qui correspond à Téqualion 

U — Vzno; 

la propriété en question se trouve ainsi établie. 

On l'énonce encore quelquefois en disant que ; dans l'in- 
tersection de deux quadriques, si la courbe d^ entrée est plane, 
la courbe de sortie l'est aussi, 

931. Définitions. On dit que deux sur faces sont circons- 
crites Vune à Vautre, lorsqu'elles admettent le même plan 
tangent, en tous les points qui leur sont communs. 

Deux quadriques sont simplement tangentes lorsqu'elles 
ont le même plan tangent en un point commun ; cette pro- 
priété n'ayant lieu pour aucun des autres points communs. 

DbL. ToheIII. 16 
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Elles sont bi-tangentes, lorsqu'elles sont tangentes en deux 
points. 

Nous montrerons tout à l'heure que cette propriété ne peut 
avoir lieu pour trois points que si les quadriques sont cir- 
conscrites. 

939. Théorème. Les équations de deux quadriques 
étant 

Q = o, ^ = 0, 

si Von pose 

P^zax -hby -\'CZ'hdt, 
et si Von a * 

(i) Q=:X^-+-F, 

les deux surfaces considérées sont circonscrites^ Vune à Vautre, 
le long d'une courbe plane. 

Soit Mo un point commun à Q et à g ; le plan tangent II, 
à Q, en ce point Mo, a pour équation 

w o^q; 4-2/o; 4-^o; +/q; =o; 

O •'O O o 

a 

et, d'autre part, l'équation 

(3) xq'^ H- yq' + zq', -H tq', = o , 

»o o o 

représente le plan II' tangent à q, au même point Mo- 
D'ailleurs, l'identité (i) donne 

(4) Q; = y, + 2aP, et Qo = Xîo^ + Po«; 
le point Mo étant commun aux deux quadriques, on a : 
Qo = o , îo = ; et, par suite, Po = o . 
L'identité (4) prouve donc que 



O O 
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Cette remarque s'appliquant aux autres dérivées partielles 
on voit ainsi, finalement, que les égalités (a) et (3) repré- 
sentent le même plan. 

933. Tbéoréme. Lorsque deux quadriques Q^q, ont trois 
points commum A, B, C ; si les plans tangents a, 6, y> en ces 
points, sont les mêmes ; les de\ix surfaces sont circonscrites 
Vune à Vautre, le long d'une courbe plane. 

Le plan ABC coupe les plans a,6,Y, suivant trois droites 
A', B', G' ; et les quadriques Q, q, suivant deux coniques S, œ, 
qui sont inscrites au triangle ABC, aux points A',B',G'. On 
conclut de là que ces coniques S, a, se confondent, et en dé- 
signant par S cette conique, on peut dire, déjà, que S est une 
courbe commune aux deux quadriques. 

Montrons maintenant que Q et g n'ont aucun point com- 
mun, en djehors de S. 

Soit M un point situé sur Q et sur q. Le plan MAB coupe 
a suivant ime droite a', et 3 suivant une droite P'. Appelons 
S', a' les coniques communes au plan MAB et, respectivement,, 
aux quadriques Q et q. S' passe par M, puis par A et B, tan- 
gentiellement aux droites a', 6' ; cette remarque s'applique à 
d' ; d'où l'on déduit que S' et a' se confondent. 

En raisonnant ainsi sur les plans MAB, MBC, MCA, on voit 
que si M était un point non situé sur S, Q et g auraient 
quatre coniques communes ; ce qui n'est pas possible. 

Les quadriques considérées n'ont donc aucun point com- 
mim en dehors de S et il est facile de vérifier maintenant 
qu'elles se touchent mutuellement tout le long de cette 
courbe. 

L'équation 

Q— Xg = o, 

qui représente l'équation générale des quadriques passant 
par les points communs aux surfaces considérées, doit, pour 
une valeur convenable de X, se réduire à P*; Puzo représentant 
réquation du plan ABC. En effet, s'il en était autrement, les 
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quadriques auraient en dehors du plan ABC des points com- 
muns (réels, imaginaires, ou rejetés à Tinfini), ce qui n'est 
pas possible comme nous l'avons observé. 
Nous avons donc 

et cette identité établit (§ 232) que les surfaces considérées 
sont circonscrites l'une à l'autre. 

ftS^, Théorème. Lorsque deux quadriques Q, q se cou- 
pent suivant une courbe qui se décompose en deux coniques 
r, Y, elles sont bi-tangentes. 

Les coniques F et y sont situées dans deux plans P, p, qui 
se coupent suivant une droite rencontrant les quadriques 
proposées aux mêmes points Â et B. Le plan tangent à Q, 
au point A, est déterminé par les tangentes, en ce point, 
aux coniques F, y; il est donc le même pour Q et pour g. 
Cette remarque s'applique au point B; les deux quadriques 
Q, q, sont donc bi-tangentes. 

On peut d'ailleurs reconnaître analytiquement cette pro- 
priété. 

Soient 

Q = o, q = o, 

les équations des deux quadriques ; celles-ci se coupant sui- 
vant deux courbes planes, on a donc 

(7=:XQ-hUV, 

U et V représentant deux formes linéaires. Les équations 

\]=zax-hby'hcz-¥'dt=zo, V = a'ir-f-ô'y-f-c'2-j-c^^z=:o, 

représentent une droite qui rencontre les quadriques consi- 
dérées en deux points A, B, communs à ces surfaces. Si l'on 
représente par {a?o, y^ ^0, /o) les coordonnées du point A, on a 

Uo=o, Vo==:o, Qo=o, ^0=0; 
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et l'identité 
donne 

"0 •'o 

En appliquant cette remarque aux quatre dérivées par- 
tielles, on voit que les plans tangents, au point A, aux deux 
quadriques, coïncident. 

593S. Théorème* Lorsque deux quadriques sont hitan- 
gentes elles se coupent suivant deux courbes planes. 
Montrons d'abord que Téquation 

(2) XF + [jlPR + vR« z= UV, 

dans laquelle X, \l, v sont des paramètres variables; (P, R, U, V 
étant des formes linéaires à coefficients constants) représente 
l'équation générale des quadriques tangentes, en deux points 
fixes, aux plans qui correspondent aux équations Ui=o, 
V = o. A cet effet, considérons les équations 

(i) P=:o, R = o, V = o, 

et. supposons qu'elles admettent une solution unique et 
finie (a;o,yo>^o;0>ce qui est le cas général. Nous avons alors 

PoZIIO, Ro=o, Uo=o, 

et, en appliquant l'équation de Plûcker (§91), après l'avoir 
prise sous la forme 

nous obtenons 

ou 

(2) U = o, 

en supposant Vo;z^ o, hypothèse qui rentre»encore dans le cas 
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général, le seul que nous voulions examiner ici. Ainsi, la 
surface proposée S est tangente au plan (2) en un point A, 
déterminé sur ce plan, et. dont les coordonnées vérifient les 
équations (1). Le même raisonnement établit que S est tan- 
gente au plan (Vzzo), en un point B, dont les coordonnées 
se calculent en résolvant les équations 

(1') Piz:o, R=o, V = o. 

Enfin, si l'on observe que Téquation (S) renferme trois pa- 
ramètres variables et indépendants, une quadriqae pouvant 
remplir neuf conditions et S étant assujettie à six conditions 
simples, on voit que (S) est bien Téquation générale. 

Ceci ^$é, réquation (2) et la suivante : 

(2') XT•-^-lA'PR-^v'R•IzUV, 
donnent, par combinaison, 

(X — V) P* -^ ( li. - ix') P R + (v — V ') R' = o . 

Cette équation représente deux plans (réels ou imaginaires) 
se coupant, suivant la droite A qui correspond aux équations 

P = o, R = o; 

cette droite est donc celle qui joint les deux points de contact. 

C'est pour ce motif que deux quadriques ne peuvent avoir 
trois plans tangents communs, avec les mêmes points de 
contact, sans être circonscrites l'une à l'autre. 

93G. Remarque. On peut aussi observer que si deux 
quadriques (Q = o, ^ = 0) sont bi-tangentes, on a 

Q s ag H- XP* + (xPR 4- vR*. 

HOMOTHÉTIE ET SIMILITUDE 

939. La transformation homothétique, que nous avons 
définie dans la géométrie plane (§ 187), s'applique, avec des 
modifications évidentes, à la géométrie de l'espace. 
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Les formules de transformation sont ici 

X--a_Y — 6_Z — Y. 



X y 



K, 



et si nous appliquons ces formules à Téquation générale des 
quadriques, nous voyons que les équations 

représentent deux quadriques homothétiques, si les égalités 

*- -:^' — :^ - ® - 5! -5! 

sont vérifiées. Ces conditions sont nécessaires et suffisantes. 
Elles prouvent entre autres choses, que deux quadriques 
homothétiques ont leurs axes parallèles et que les longueurs 
de ces axes sont proportionnelles. £n effet, les équations en 
S, qui correspondent aux deux équations proposées ont leurs 
racines proportionnelles. On voit aussi que les cônes asymp- 
totes des deux quadriques sont égaux et que l'intersection 
de ces deux surfaces est une simple conique, située dans le 
plan qui a pour équation 

aF — A/'zio. 

■ 

C'est par cette observation que Thomothétie se rattache à 
la question que nous avons développée dans cette leçon, et 
Ton peut dire que deux quadriques sont homothétiques y lors- 
qu'elles se coupent suivant deux courbes planes^ Vune de ces 
courbes élant rejetée à Vinfini, 

Toutes ces remarques offrent Tanalogie la plus parfaite 
avec celles que comporte la transformation homothétique 
dans un plan; mais voici, sur ce sujet, quelques propriétés 
qui appartiennent seulement à la géométrie de Tespace. 

93S. Théorème. Lorsque deux courbes U, Y» situées dans 
un plan P, sont homothétiques ; leurs projections U', V, sur un 
plan P' {projections droites ou obliques), sont av^si homothé- 
tiques ) et réciproquement. 
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En effet les rayons vecteurs correspondants p, a, des cour- 
bes U et V étant parallèles, leurs projections p' a' sur P' sont 
deux droites parallèles. On voit d'ailleurs immédiatement 
que les rayons projetés p', ^' sont proportionnels aux lon- 
gueurs p et (y- Le rapport - étant constant, il en est donc de 

même du rapport -, ; les courbes U', V, sont donc homothé- 

tiques. 

La réciproque est vraie ; si les projections U' et V sont 
homolhétiques, les courbes U et V sont nécessairement ho- 
mothétiques ; et ceci n'est pas, à proprement parler, une ré- 
ciproque, mais vbien une application du théorème direct, 
puisqu'on peut considérer U et V comme les projections 
obliques des courbes U' et V, sur le plan P. 

Le théorème subsiste évidemment quand les courbes U et 
V sont situées dans des plans parallèles, et les projections 
peuvent même être faites sur des plans différents, mais pa- 
rallèles. 

)S39. Théorème. Les sections faites dans une quadrique 
par des plans parallèles sont des coniques homothetiques. 
Prenons Téquation du plan sécant sous la forme : 

z zm mx + wy + X , 

m ein représentant des paramètres fixes, X étant seul va- 
riable. La projection de l'intersection sur le plan XOY a pour 
équation 

ç(ir,y,tna?-»"Wy-4-X)-h2Ca;-h2C'y-f-2C"(ma;-hwy-f->w)-hD=:o. 

L'ensemble des termes du second degré est constitué par 
la forme ? (a?, y, mx-^ny); le paramètre X n'entrant pas 
dans cette expression, les projections des sections considé- 
rées sont homothetiques, cetle propriété appartient donc 
aussi aux coniques situées dans l'espace (§ 238). 
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ft4M. Théorème. Les sections faites par un même plan 
{ou par deux plans parallèles) dans deux quadriques homo- 
thétiques sont des courbes homothétiques. 

En effet, les équations des deux quadriques peuvent être 
prises sous la forme : 

Q = ?-HP, q = lL^+p, 

K désignant le rapport des coefficients des termes du second 
degré. Le raisonnement que nous avons fait au paragraphe 
précédent s'applique à ces deux équations; les termes du 
second degré dans Féquation de la projection seront consti- 
tués par la forme 9 (a?, y, mx + ny), pour la première; et par 
K ? (x, y y mx + ny), pour la seconde. D'où Ton conclut que 
ces projections, et par suite les sections planes considérées^ 
sont des coniques homothétiques. 

59^11 . C)orollaire. Les sections faites par un plan dans 
une quadrique et dans son cône asymptote^ sont des coniques 
homothétiques. 

Cette propriété résulte immédiatement du théorème pré- 
cédent, en observant que le cône asymptote représenté par 
réquation <p =: o, peut être considéré comme une quadrique 
bomothétique à la proposée. 

Cette propriété est souvent employée pour exprimer que 
les sections faites dans une quadrique affectent une certaine 
forme. Si Ton prend, par exemple, l'équation générale des 
plans tangents au cône asymptote ; tout plan parallèle cou- 
pera la quadrique suivant une parabole. Dans d'autres cas. 
si Ton exprime, comme nous le montrerons dans la leçon 
prochaine, qu'un plan coupe ce cône suivant deux droites 
rectangulaires ; les plans parallèles à celui-ci couperont la 
quadrique correspondante suivant une hyperbole équilatère. 

9^9. Similitude de deux quadriques. La définition 
que nous avons dortnée de la similitude, dans la géométrie 
plane (§ 190), s'applique à l'espace et on dit que deux sur- 
faces S, S' sont semblables lorsqu'on déplaçant l'une d'elles 
on peut l'amener à être bomothétique à l'autre. 
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Deux quadriques étant homothétiques lorsque leurs axes 
sont parallèles et ont des longueurs proportionnelles, oli voit 
donc que deux qiuidriques seront semblables lorsque les lon- 
gueurs des axes seront proportionnelles. 

En formant les équations en s qui correspondent aux 
équations des quadriques proposées : 

ety an icrivant que les racines sont proportionnelles, on a 



\ = ti, 



J = 0', 



/^A. 



Les conditions nécessaires et suffisantes pour que deux 
quadriques soient semblables sont donc : 



EXERCICES 



i . Lorsque deux quadriques ont un plan tangent commun P et le même 
point de contact 0, 

i*» Ce point est le sommet de Vun des cônes qui passent par la courbe 
d'intersection des deux quadriques; 

2« Les quatre cônes que Von trouve dans le cas général se réduisent à 
trois. 

En prenant pour origine le point et pour plan XOY le plan P, les 
équations des quadriques s'écrivent 



q=:(^-hZ = o, 



Q=:$4-2^ = o 



et le discriminant de la forme Q + KÇ' est 



A + Kaj B''-hK6% B' + K6', 



o 



o 



i+K 



O 

o 





zz o 



On aperçoit ainsi la racine double — 1. 
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9. Si deux quadHques ont deux droites à, A' communes , et non situées 
dans le même plan^ leur intersection se compose de quatre droites. 

(Steiner.) 

La courbe commune aux deux quadriques se compose de A, de A' et 
d'une courbe du second ordre, ou de deux autres droites. La première 
hypothèse doit être rejetée; car, si la courbe d'entrée est plane, la courbe 
de sortie l'est pareillement, 

5. Démontrer que les équations 

P = o, U = o, V = o, Wcro, 
représentant quatre plans formant un véritable tétraèdrCy Véquulion 

ûcP« -I- 6U' -+- yV -+- 3 W =: , 

représente V équation générale des quadriques conjuguées au tétraèdre. 

4. Théorème de Fré|^er. .Si un trièdre trirectangle tourne autour 
d'un point fixe M pris sur une quadrique QJe plan qui passe par les extré- 
mités des trois cordes formées par les arêtes de ce tf ièdre passe par un point 
fire (i, situé sur la normale à Q, au point M. 

6 . On suppose que le point M, considéré dans l'exercice précédent y soit 
mobile sur l'ellipsoïde qui correspond à téquation (axes rectangulaires) 

X* y' z' 
a c 

démontrer que le lieu décrit par le point t*, correspondant d M, a pour 
équation : 

^ £ £ 

't + T. : 7~i+ 



\b*'^c* a*) \c*'^a' v) [a^'^V c*) [a''^ b* c'J 

6. Théorème, Considérons une quadrique Qde centre et prenons sur 
Q deux points quelconques A, B ; soient P e< R les plans tangents à Q, en 
ces points. Si par on mène des plans P', R' parallèles à ceux-ci, P' et R' 
coupent AB en des points A', et B' ; les longueurs AA', BB' sont égales. 

(Lagubrre.) 

7. En désignant par 

P = o, U = o, V = o, W=:o, 

les équations des faces du tétraèdre de référence, démontrer : 
lo Que Véquation générale des quadriques circonscrites au tétraèdre est 

XPU H- [xPV -h vPW -h X'UV -f. ia'VW -h v'WU = o ; 
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a» Que 

XUV + IaPW = o, 

est Véquation générale des quadriques passant par les côtés du quadrilatère 
gauche constitué par quatre arêtes consécutives du tétraèdre, 

6. Trouver la condition que doivent remplir les coefficients 'k,\t.,M pour 
que Véquation 

««p«4.e«U'+Y'V-f.S*W4-2X(a6PU+YÎVW)+2ix(aYPV+65UW) 
4-2v(a5PW+6YUV) = o, 

représente une quadrique inscrite au tétraèdre de référence. 

En exprimant que l'intersection avec le plan (P = o) est une yariété de 
conique, on égale à zéro le discriminant de la forme quadratique en U, V> 
Wet l'on a, pour la condition cherchée 



i X p. 
X 1 V 

[AVI 



= i + 2X1JLV — X* — ;i.' — V* = . 



•. Si l'on considère les dt^oites A, A', non situées dans le même plan^ et 
correspondant aux équations: 

/^ I U = o; ^ } W = o; 

démontret que 

aPV + 6UW + yPW + 3UV =: o , 

représente Véquation générale des quadriques passant par A et A'. 

Cette équation est en défaut dans le cas où A et A' sont situées dans 
un même plan. Le nombre des conditions imposées est, dans ce cas, 
seulement égal à cinq. En prenant pour axes les bissectrices de A et de 
A' et la normale au plan AA'^ l'équation générale est alors 

y* — mV — z{(xx + 6y -f- 72: + 8) = . 

fO. ThéorèBie de Bliiet. Lorsque deux quadriques admettent un plan 
diamétral commun, la projection de leur intersectionj sur ce plan, projection 
faite paraftèlement 'à la direction conjuguée de ce plan, est une conique, 

f f . Reconnaître que Véquation générale des quadriques tangentes aux six 
arêtes du tétraèdre de référence est 

(x*r+ 6*U'+ Y*V+ h*\\*— 2a6PU — hol^VW— aaSPW— aô^UV 

— 26SUW — 2y8VW = o . 
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i9. On demande à combien de conditions est assujettie une quadrique 
satisfaisant aux conditions suivantes: 

1^ Elle passe par une droite A et une conique V rencontrant A. 

2^ Elle passe par une conique F et par deux droites A, A', i^ncohtrant F en 
des points différents, 

3» Elle passe par T, et par les droites A, A' ; celles-ci rencontrant V au 
même point. 

Trouver, dans les différents ca^, l'équation de la quadrique. 

13. Thterème. Quand deux quadriques sont de révolution autour de 
deux droites parallèles A, A'; si le plan principal qui est perpendiculaire à 
ces droites est commun aux deux surfaces considérées ^ leur intersection se 
projette, sur ce plan, suivant une circonférence. 
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APPLICATIONS DIVERSES. — THÉORÈMES 

D'APOLLONIUS 



Avant d'aborder, comme nous le ferons dans la leçon sui- 
vante, rétude des quadriques, d'après leurs équations réduites, 
nous nous proposons d'appliquer quelques-unes des théories 
que nous avons exposées jusqu'ici, à des exercices divers. 

19413. Théorème. Lorsque le plan qui correspond à Vé- 
quation 

mx 4- ny -}- pz :^o, 

coupe un cône G, suivant deux droites rectangulaires A, A', 
V équation de ce cône étant 

{c) f{x,y,z)—Ax''hAY'hk'z-'^-2Byz + 2B'zx -|- 2B'xy=:o, 

on a 

( A + A' -h A'O (m* H- n- +p') = f (m, n,p) ; 

et réciproquement. 
En effet, soient 

X y z X ^y z 

(X 6 y' a' 6' y' 

les équations des droites A et A'; la condition nécessaire et 
suffisante pour qu'elles soient rectangulaires est 

ax' + 66' -h Vy'=:o. 
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Si Ton cherche les projections A et de A' sur le plan XOZ, 
on trouve, pour les déterminer, Téquation 

a;*(An*-+-A'm'— 2B'wm)+2*(Ay-f-AV— 2Bpn) + . . .=o. 

On a donc 

r ^ r 



A'/>*-|- M'n' — iWpn "" An' -4- A'm* — iWmn ' 
On trouve, de même, 






Yï 



Ap* 4- A'W — 2B'i7ip ~ kn* -4- A'm* — 2B"mn 
La condition cherchée est donc ; 
A'/ + AV — 2B/?» + Ap* + A'W — 2B'm/) + An» -h Mwr — 2B"mn = o, 
égalité qu'on peut écrire sous la forme : 

(A + A'-h A") {m' + n* +p') =:/*(m,n,p). 

ft^k^. Théorème. Pour que l'on puisse inscrire un trièdre 
trirectangle sur un cône du second ordre (i), il est nécessaire 
et suffisant que la somme des coefficients des termes en a?*, y*, 
et 2?y soit nulle. 

Montrons d'abord que la condition est nécessaire. Les 
équations des arêtes du trièdre étant 

X y _^z X _^y z ^ ^ y _^^ 

I^ô'^y' â'~6^""y' 7'"?""7* 

en exprimant que ces droites sont sur le cône, on a : 

Aa* 4-A'6' +AY -h2B6Y + 2B'aY -h2B"a6 =0, 
Aa'* -h A'6'' -h A^'y'" + 2B5'y' + aB'a'Y' + 2B''a'6' = 0, 

Aa"* + A'ê''« + A''y'' + 2B8Y + 2B'aY + 2BV6" zz 0. 



1. On dit qu'un trièdre est inscrit à un cône lorsque les trois arêtes du 
trièdre coïncident avec trois génératrices du cône. 

Le trièdre est circonscrit au cône lorsque les trois faces de ce trièdre 
coïncident avec des plans tangents au cône. 
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En ajoutant ces égalités, et en tenant compte des relations 
connues [§ 21 ; formules (a)' et (6')], nous avons 

A-f-A' + A" = o. 

Réciproquement y si cette égalité est vérifiée, le cône pro- 
posé est capable d'une infinité de trièdres trirectangles ins- 
crits. 

En effet, soient 

a 6 Y 

les équations d'une arête du cône ; Tégalité : 

ax + ôy + Y^; — o, 

représente un plan perpendiculaire à cette droite. 

Ce plan (§ 243) coupe le cône suivant deux droites rectan- 
gulaires, si Ton a 

(A + A' -h A") (a« -4- 6« H- y') = /"(«, «» ï)- 
Or, cette relation est vérifiée, puisque Ton a 
A + A'-4-A''=io, et /^(a, 6, y) = o. 

Le cône que nous venons de considérer, et qui est capable 
de trièdres trirectangles inscrits, est quelquefois appelé cône 
équilatère. 

594&. Remarque. Lorsque Téquation 

Aof + Ay -h A V -f- 2Byz -f- 2B'zx + 2W^xy = o , 

représente deux plans, si Ton suppose, en outre, 

AH-A' + A'' = o, 

les plans proposés - sont rectangulaires. Ceci résulte, si Ton 
veut, de ce fait que Ton peut placer, sur la surface proposée, 
un trièdre trireclangle dont les arêtes soient situées dans les 
plans donnés; on le vérifie aussi, en observant que Tidenlité 

Aaf -4- JiY H- A V + 2Byz 4- 2B'zx -4- 2B"xy 
s: {ax -h by -h cz) (a'x -h h'y -h c'z)^ 



APPLICATIONS DIVERSES 



257 



et l'égalité 



donnent 



aa' -f- bb' + ce' =: o, 



A-+-A'4.A''rro. 



94IB. Cônes supplémentaires. Si Ton imagine un cône 
C, le lieu des normales menées, par son sommet, à ses 
plans tangents, est un cône C : ces deux cônes qui sont 
réciproques^ comme nous le montrerons tout à Theure, sont 
appelés cônes supplémentaires. Cherchons d'abord l'équation 
deC. 

Le plan qui correspond à Téqualion 

(P) mx -{-ny + pzzzo, 
est tangent au cône C, quand Tégalité 



A 


B» 


B' 


m 


B» 


A' 


B 


n 


B' 


B 


A" 


P 


m 


n 


P 






zz o 



est vérifiée (§ i53). 
Cette égalité développée devient : 

m'(A'A" — B*)-hn*(AA"-B'*)H-p*(AA'— B"')-+-2wp(AB-B'B'') 
+ awp (A'B' — BBO + amn (A''B'' — BB') zz o, 

ou, en introduisant la notation des mineurs de A, 

(i ) am* + a V -+- a^p* — 2bnp — 2b'mp — 2b"mn =: o. 
La normale au plan (P) est représentée par les équations 



m 



n 



P 



et le lieu décrit par cette droile est un cône du second ordre 
correspondant à Téquation 

(c') ¥{x,y,z)zzax*'h a\f + aV — ibyz — 2V zx— 2b"xy ~ o. 
De L. Tomb m. 1 7 
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Pour élablir la réciprocité des cônes C et C (réciprocité qui 
géométriquement, est rendue manifeste, par la considération 
de deux plans, tangents au cône C, et infiniment voisins), il 
faut montrer qu'en cherchant le cône supplémentaire de C, 
on retrouve le cône C, lui-même. 

Or, ceci résulte des identités : 

ao! — 6"*sA"A, a'a^ — V s:AA, a^'a-b'* =A'A; 
a"b"-'hb':s:W^, ab — 6'6"sBA, a'6' — 6"6 s: B'A ; 

identités que nous avons signalées en Algèbre (p. 656), qui 
ont été encore appliquées précédemment (§ i53), et que Ton 
peut, d'ailleurs, vérifier immédiatement. 

5941'9. Théorème. Étant donnée une droite A dont les 
équations sont 

« 

a 6 Y 

la condition nécessaire et suffisante pour que Von puisse 
mener y par cette droite^ deux plans tangents rectangulaires 
au cône (C), est : 

en posant, comme nous l'avons déjà fait^ 

J=:AA'-H-AA'' + A'A'' — B* — B" — £''•=: a-f. a' + < 

et 

F (a?, y, z) =: x* (A'A" - B*) + y' (AA" — B'*) -h 2* (AA' — B"*) 
-h lyz (AB — B'B") -H- 23a? (A'B' — BB'^ -h 2a?y (AW — BB'). 

Imaginons un plan P tangent au cône (C) et correspondani. 
à réquation 

mx + ny '\'pz'r:zo. 
Nous avons aussi 

ma-f-w6-|-j9Y=^o? 
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puisque P passe par A. Ces deux égalités donnent 

m ^ n __^ p 
ïy — ^^ OLZ— yx 6x — ay 

La relation (i), établie au paragraphe précédent, devient 
donc : 

a{yy — 6z)*'{'a'{ixz—yx*-ha"(6x—(xyy^2b{(xz—yx]{6X'—oLy) 
— 2Ô' (yy — 62) {tx — ay) — 2b'^ (a? — yx) {yy — iz) zz o. 

Pour que les deux plans qui correspondent à cette équa- 
tion soient rectangulaires, il est nécessaire et suffisant que 
Ton ait 

aY-H- aT+ 2My+ ay' -»-«'«* H- 2^>'aY-ha6'+aV+26''a6 ir 0, 
ou 

^a-^-a' ^ a") (a* + 6* -+- ï'j = F (a, 6, y). 



>. Théorème. la condition nécessaire et suffisante^ 
pour qu'un cône du second ordre soit capable d'un trièdre 
trirectangle circonscrit, est 

. J = 0. 

• Considérons, en effet, un trièdre qui soit circonscrit au cône 
(C), et dont les arêtes aient pour équations, respectivement, 

X _^y _z X y __z oc_y_z 

â'^6""Y' â'"~6'""y' ^""6"~-f' 

Par chacune de ces droites on peut mener à (C) deux plans 
tangents rectangulaires et l'on a 

J(a' +6* -hY*) =aa*-ha'6* +aY— 2My —lA'xy —2b"(x6, 
j(a'«+6'*+Y'^=aa'*+a'ô'*H-aV---2MY— 26VY'--26''a'6', 
j (a''*-|-6''H- y"') = aoL'^-i- aV-^ a'Y*— 266 Y— 26'a V— 26"a''ô^ 

Les coefficients, a, 6, y ; «', ô', y'; «% ^% /; représentent, 
si Ton veut, les cosinus directeurs des arêtes du trièdre tri* 
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reci angle considéré, et sî nous ajoutons les trois égalités 
précédentes, nous avons, après simplifications, 

ou, . ^ 

J ZI o. 

Béciproquemenl, si l'un suppose que J isoit nul, le cône 
considéré (G) est capable d'une infinité de Irièdres trirec- 
tangles circonscrits. 

En effet, considérons un plan P tangent à (C), et soient 

a 6 Y 

les équations de la normale A à ce plan. Cette droite appar- 
tient au cône (C) et Ton a, par conséquent, 

F (a, 6, y) = . 
D'autre part, on suppose J zr o ; ainsi la relation 

est vérifiée. Ceci prouve que les plans menés par A et tangents 
à (C), sont rectangulaires. 

949. Cônes conjugués. Les cônes supplémentaires 
dont nous venons de nous occuper peuvent être considérés 
comme constituant un cas particulier des cônes conjugués, 
que nous allons définir. 

Imaginons un cône D et, en même temps, une quadrique Q, 
à centre unique ; soit P un plan tangent à D et soit A le 
diamètre de Q qui est conjugué de P. Si, par le sommet de D, 
on mène une parallèle à A, le lieu décrit par cette parallèle 
est un cône D', qui est dit conjugué de D. 

En remplaçant la quadrique Q par une sphère, on voit 
que Ton revient alors à l'idée des cônes supplémenlaires. 

Prenons pour origine le sommet de D, et pour axes de 
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coordonnées trois parallèles à trois diamètres coiyugués de 
Q. L'équation de D étant 

( D) kx* + A'y • + h!'z* + aBy^: + aB'zo? -h iWxy - o , 
un plan P ayant pour équation 

mX'hny'\-pz^iOy 

est tangent à ce cône si l'on a, comme nous l'avons montré 
(§ 246), 

am* H- a'n* + a V — ^hpn — ib'mp — ^b"mn = o . 
D'aulro part, Téqualion à^ Q étant 

la parallèle au diamèlre conjugué de P, menée par l'origine, 
correspond aux équations 

« 

**"*" ^tm^ "■— ^^*» ^^"^ • 

m n p 

Le lieu cherché est donc un cône du second ordre repré- 
senté par réquation 

(D') a aV-h a'ôy-h a Y^'— 'ibiyf/z — 2b'oLyxs — 2¥a.^xy nz o . 

Deux cônes conjugues sont réciproques,. car si l'on cherche 
le cône conjugué do (D') on relombe (au facteur près, 
a* 6* Y* A) sur le cône (D). 

Nous terminerons cetle leçon en établissant les théorèmus 
d'Apollonius dans le cas des quadriques à centre ; cetle 
démonstration très simple est une application de l'équation 
en s. 

9SO'. Théorèmes d'Apollonius. Considérons une 
quadrique Q, de la première classe, qui, rapportée à trois dia- 
mètres conjugués, a pour équation 
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f . Twuver la condition nécessaire et suffisante pour que le plan qui cor- 
respond à l'équation 

mx-^-ny -\-pzzz o, 

coupe deux plans donnés P, Q, suivant deux droites rectangulaires. 
Les équations des plans étant 

ax+by + cz:z:o, a'x + h'y + c[z ziOy 

on considère l'équation 

{ax+by '\'Cz){a'X'\'h'y-{'C'z) — o, 

et, après avoir développé le calcul indiqué, on lui applique la relation 
trouvée plus haut (§ a43). 

t. Trouver l'enveloppe des sphères qui touchent trois sphères fixes. 

En prenant des axes rectangulaires quelconques, les équations des sphères 
fixes étant 



Si = , 82=0, S3 = , 



on trouve 





Si 

s, 
s. 



s. 



L 



L L 



"3 




h h 



o 



zr . 



En développant ce déterminant, le résultat est : 

^"K + ^IK + ^X - ^hh^^z - 2^1838, - 2t,t,s,s,-o . 

égalité qui peut s'écrire encore 

» 

Dans ces équations, les constantes ^1, ti, ts sont données par les éga- 
lités 

t, = {X, - x,y -h {y, - y,)« + {z, - z,y - (R. - R,)' , 

<, = («3^ X,)' + (y, - yj -H (2, _ z,y — (R, — R J* , 

■ h -- (a;, - a;,)* + (y, - y,)' -)- (z, - ^,)' - (R, — R,)' ; 

R«, R3, B3 «ont les rayons des sphères fixes données ; {Xi, y„ ï,), (x„ yj, 
2i). (i'^a. Vi 23) désignent les coordonnées des centres respectifs. 
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La surftice en question est connae sous le nom de Cyeltde de Dnpln. 

Si Ton cherche l'intersection de la cyclide avec une des sphères fixes pro- 
posées, on yoit que cette intersection correspond aux deux équations. 

Chacune de ces égalités représentant une sphère, on déduit de cette re- 
marque le théorème suivant : 

Quand une sphère mobile iouihe constamment trois sphères fixes ; chacun 
des points de contact décrit un petit cercle de la sphère fixe qui lui corres- 
pond. 

Ce théorème remarquable est dû à Dupuis ; les résultats précédents ont 
été empruntés à une étude de M. Neuberg sur la cyclide de Du pin (Mé- 
moires de la Société Royale des Sciences de Liège, 2® série, X. X, 1884). 

Les supfaees eyelides, dans le sens le plus général donné & ce mot, 
sont les surfaces du quatrième ordre qui passent doublement par le cercle 
de rinfini, ou, si l'on préfère, qui correspondent à l'équation 

Q = o, représentant une quadrique et U étant une forme linéaire jet homo- 
gène. La cyclide de Dupin est un cas particulier de ces surfaces plus gé- 
nérales, qui ont élé étudiées par M. Moutard (Nouv, Annales, 1864), et, 
après lui, par M. Darboux. {Sur une classe remarquables de courbes et de 
surfaces algébnques : Paris, Gauthier-Villars, 1873.) 

Le tore, les podaires de quadriques, les transformées de quadriques par 
rayons vecteurs réciproques sont encore des exemples de surfaces cyclides. 

8. Démontrer que le lieu des centres des sphères tangentes à trois sphères 
fixes est un système de deux coniques, 

(DCPIN.) 
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ÉTUDE DES QUADRIQUES d'aPRÈS LEURS ÉQUATIONS RÉDUITES 
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L'ELLIPSOÏDE. (Les plans tangents.) 



i. Nous avons montré, quand nous nous sommes oc- 
cupé de la réduction de l'équation générale du second degré, 
que les surfaces que nous avons nommées ellipsoïdes pou- 
vaient^ par un choix convenable d'axes rectangulaires, être 
représentées par l'équation 

„ X* V* z* 
a b* c 

Nous nous proposons maintenant de tirer, de cette équation 
réduite, une étude des propriétés de la surface qui lui corres- 
pond. 

9&&. Nous avons déjà indiqué (§ i4o), et la figure ci- 
dessous la, rappelle, la forme générale de cette surface. Les 
sections obtenues par les plans de coordonnées sont des 
ellipses que nous nommerons ellipses principales. Si, par un 
point I pris sur OX, nous menons un plan parallèle à YOZ, 
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en posant 01 = h, nous obtenons une section qui se projetle, 
en vraie grandeur, sur ce plan ; son équation est 

a'' 

En imaginant que h varie de zéro à a, les axes de cette 
ellipse vont constamment en diminuant; ils conservent un 
rapport constant et varient, respectivement, depuis les va- 



O C 




Fig. 38. 

leurs b et c, jusqu'à zéro. Cette remarque permet de se faire 
une idée approximative de la forme affectée par Tellipsoïde. 
.Nous ferons ici, avant d'aller plus loin, une convention; 
nous supposerons, une fois pour toutes. 

Ainsi, a représentera la longueur de Yûxe majeur; 6, celle 
de Vaxe moyen : enfin c, celle de Vaxe mineur. 

5S&e. S'il arrive que deux des quantités a, b, c soient 
égales, on peut alors faire deux hypothèses : ou bien az=:b, 
c'est le cas de Vellipsoîde de révolution aplati; ou bien 
b zn c, la surface est alors un ellipsoïde de révolution 
allongé. 

ft^H. Théorème. Toute section plane de F ellipsoïde est 
une ellipse. 
Prenons Téquation du plan sécant sous la forme 



2 ^ X y 
o ah 
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X, [K, V, désignant des paramètres arbitraires. La section ob- 
tenue se projette sur le plan XOY suivant une courbe qui a 
pour équation 

Si nous développons cette équalion, nous voyons que le 
genre de la conique qui lui correspond dépend du signe de 
la quantité S, 

S étant positif, la projeclion est une ellipse; la courbe dans 
Tespace est donc, elle aussi, une ellipse. 

9&H. Sections circulaires. Parmi les sections planes 
on doit remarquer celles qui sont des cercles. 

D'après la théorie générale exposée précédemment (§ 2o3) 
les plans cycliques centraux sont donnés par Téquation 

n étant la racine moyenne de l'équation en s qui corres- 
pond à l'équation (E). 




Fig. 29. 

On conclut de là que l'équation des plans cycliques est : 



X 



Ô désignant un paramètre arbitraire. 
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On remarquera que les plans cycliques centraux passent 
par Taxe moyen de la surface On les détermine géométri- 
quement, comme l'indique la figure, en décrivant, du point 
comme centre, avec h pour rayon, un arc de cercle dans 
le plan ZOX; la détermination des points communs à ce 
cercle et à Tellipse n'exige pas que xette courbe soit tracée, 
et elle peut se faire avec la règle et le compas. 

5I^&9. Ombilics. Les ombilics sont les extrémités des dia- 
mètres conjugués des plans cycliques ; ces droites sont 
situées dans le plan ZOX et correspondent aux équations 



X 



a c 

On peut les déterminer géométriquement, avec la règle et 
le compas, en observant que Ja distance de Tombilic au point 
étant la longueur d'un diamèlre conjugué de OE, dans 
l'ellipse AA'CC, en désignant par p la distance de Tombilic 
au centre de Tellipsoïde, on a 

p» = a* -+- c* — 6*. 

^eo. Pian tancent. En désignant par {x' y' z') les coor- 
données du point de contact, l'équation générale du plan 
tangent (§ 85), appliquée à l'équation (E), donne 

c'est une première forme de l'équation du plan tangent. Nous 
allons en indiquer trois autres. 

9ei . Cherchons d'abord à déterminer S de façon que l'é- 
quation 

cfX'^iy-h^z^n'èy 

représente un plan tangent à (E). En identifiant cette équa* 
tion avec (T,), nous avons : 

^'_a 2/'_6 2'_r, 
a'~î' b'^y ?~ï' 
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OU, 

0^_a(X y' _H ^'_CY 

La relation 

qui exprime que le point {x', y', 2') appartient à l'ellipsoïde, 
donne donc 

Nous obtenons ainsi, pour l'équation du plan langent, cetle 
seconde forme : 



(T,) «a? + 6y + Y^ = ± v/a*a' -|- b%* -h cV 



La quantité soumise au radical étant essentiellement posi- 
tive, cette équation prouve que Von peut toujours mener à 
V ellipsoïde deux plans tangents parallèles à un plan donné, 

9Wt. On peut représenter les coordonnées d'un point 
mobile sur TeUipsoïde au moyen de deux paramètres 
variables <p, ?', par les formules 

a?' v' z' 

— zz: cos ? cos ç', ^ rz cos ç sin 9', - = sin ?. 

f 

L'équation du plan tangent s'écrit alors 

(T,) - cos ç cos ç' -h r cos ç sinç' -j-- sin 9 = 1. 
^ ^ a o c 

903. Représentation d*un point de l'ellipsoïde. 

Un calcul que nous produirons plus loin (Lee. 26), conduit à 
l'identité suivante 

.{i-f- e*)'-i-4<'+46* = (1 +i*-t-e')'; 

identité qui est, d'ailleurs, manifeste 
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D'après cetle remarque, les coordonnées a/, y' y z', d*un 
point mobile sur l'ellipsoïde peuvent être représentées par les 
formules 



a i-#.^'h-o* b i-f.i*-+0*' c 1 -ht» 4-0* 

Parmi les conséquences de ces formules, on peut observer 
que l'égalité 

a ^ b c 

représente, sons une forme rationnelle, et avec deux para- 
mètres arbitraires ^ 6, Téquation générale des plans tangents 
à Tellipsoïde. 

S64I. Plan polaire. Le pôle Mo ayant pour coordonnées 
(Xo, y 09 Zoy) l'équation du plan polaire est (§ 90). 

Nous la représenterons aussi, dans la notation abrégée, par 

ni=o. 

96&. Cène circonserit. L'équation que nous avons 
trouvée (§ 98) et qui représente un cône de sommet donné 
circonscrit à une quadrique, étant appliqué à (E), donne 

ou, dans la notation abrégée, que nous avons adoptée, 

(C) EEoi^n'; 

9BO. Tbéorème de Mong^e. Le lieu des sommets des 
angles trièdres trirectangles circonscrits à V ellipsoïde est une 
sphère. 
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Soit Mo Tun de ces sommets; l'équation (C), développée, 
donne 



<'=•' ?(ïi 



'H4^--'i-¥m^'i-') 



2 









a b 



Le cône qui correspond à cette équation doit être capable 
d'un trièdre trirectangle circonscrit ; or, nous avons vu (§ 248) 
que si Téquation 

kx* + M y* -4- k"z* -h 2B2/2 H- ih'zx + iWxy -h . . . = , 

représentait un cône capable d'un Irièdre trirectangle cir- 
conscrit, on avait 

A A' 4- A A'' + A'A'' — B* — B'" — B''* = o . 

Cette condition est nécessaire et suffisante. 
Si nous rappliquons à l'équation (C^') nous avons 



a*b' \ à 



Xq . Zq 



c 



'""?-7. 




1 — 



_1_ L« + 



?-)l 



c''^ a' 



(1 S 

2o , yo^ 
c* "^' b* 




^0 , yo 

a'~^ b* 



-) 





a*6* 


2/o2o 


b*c^ 





c*a* 







La première ligne de ce développement peut s'écrire 



1 



p a 
2a 



^ 1 ^\ /£o 



ou 



1 / a 

a 6 C 



-•')(% 4-1? 



a 



s 

£0 



De L. Tome UL 



18 
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en appliquant cette remarque aux deux autres lignes nous 
pouvons écrire l'équation du lieu cherché sous la forme 

■^¥^[o(^o + yo + Zo — a —h —c) = o. 

La présence du facteur Eo, dans ce résultat, peut s'expliquer 
comme il suit. 

Si Ton suppose Eo = o, le point Mo est situé sur Pellipsoïde 
et l'équation du cône circonscrit est alors 

n*z=o. 

On peut donc dire que, dans ce cas particulier, le cône cir- 
conscrit est constitué par un plan double qui est le plan 
tangent P, au point considéré Mo. Chaque face du trièdre tri- 
rectangle ayant son sommet au point Mo, coupe ce plan 
double suivant deux droites coïncidentes; on peut donc con- 
sidérer ce trièdre comme circonscrit à ce cône singulier. Or, 
nous avons cherché le lieu d'un point jouissant de la pro- 
priété que le cône circonscrit à l'ellipsoïde, cône ayant ce 
point pour sommet, fût •capable d'un trièdre trirectangle 
circonscrit; les points de l'ellipsoïde répondent, au point de 
vue analytique, à cette question, et c'est pour ce motif que 
le calcul précédent nous a conduit à un résultat renfermant 
le facteur E©. 

Cette explication donnée, si nous supprimons ce facteur 
Eo, introduit comme nous venons de le dire, et si nous ren- 
dons a?o, Vo, Zo coordonnées courantes, nous avons, pour 
l'équation du lieu 

Cette équation représente une sphère que l'on a nommée 
sphère de MongCy ou encore sphère orthoptique. Il résulte de 
l'analyse précédente que tous les points de cette sphère 
jouissent de la propriété que nous avons exprimée plus haut ; 
la condition qui a servi de base aux calculs précédents étant, 
comme nous l'avons rappelé, nécessaire et suffisante. 
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969. Cylindres ciroonscriÉs. Lorsqu^on suppose que 
le point Mo s'éloigne à l'infini, dans la direction (a, 6, y)> 
réquation (C) devient 

elle représente un cylindre circonscrit à la surface. Les gé- 
nératrices sont parallèles à la droite qui correspond aux 
équations 

CL 6 Y ' 
et la courbe de contact est une ellipse ayant pour équations 

_ ax , ^y yz 
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f . Démontrer que le lieu des sommets des trièdres trirectangles dont les 
arêtes sont tangentes à V ellipsoïde {Ei)festun ellipsoïde correspondant àV équa- 
tion 

X* {b' + c*) + y* (c* + a*) + z* (a* + b*) zz a'b* + b*c* + c*a\ 

SB. On considère la surface qui correspond à V équation 

X* y* z* 

a Y 

et un plan tangent quelconque P, à cette surface* Le plan P coupe YOX sui- 
vant une droite A, etf par A, on peut mener un plan parallèle à OZ ; les 
trois plans qu'on obtient ainsi se coupent en un point I. Démontrer que le 
lieu décrit par I a pour équation 

iL 4-14-1 = - 
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8. Démontrer que la surface podaire de Vellipsoïde, lieu des projections 
du centre sur les plans tangents, a pour équation 

( i) {a^-hy' + z'Y = aW + by + c'z' . 

Étudier la variation du rayon vecteur qui va de l'origine à un point de cette 
surface qui, comme toutes les podaires de quadriques, passe doublement par 
le cercle de Vinfini et rentre, comme cas particulier, dans les surfaces 
Cyelldes. (V. Sur une classe remarquable de courbes et de surfaces algé- 
briques , par M. G . Darboux, Gauthier-YlUars, 1873.) 

Démontrer que la surface représentée par {i)p€ut être considérée comme la 
surface inverse d*un ellipsoide convenablement choisi. 

4. On imagine un ellipsoïde rapporté à ses axes et on considère ses ellipses 
principales : a désignant celle qui est placée dans le plan YOZ, et ainsi des 
autres. 

Soit A une droite s' appuyant sur ^ et sur y, respectivement aux points R 
et S, et soit P le pôle du plan ARS, A désignant l'un des sommets de VeUip- 
soïde situés sur OX. 

Le plan A'RS coupe les axes OY et OZ en deux points qui représentent les 
projections de P sur ces axes. 

Pour Térifler cette proposition par Tanalyse on introduit les coordon- 
nées (xff z'), (xtf, y") des points R et S. L'équation du plan ARS est alors 

y 2 

On calcule ensuite les coordonnées du point P et l'on vérifie ainsi la pro- 
position. 

On peut aussi remarquer que la propriété précédente est la conséquence 
géométrique, et immédiate, du théorème suivant qui donne une élégante 
construction de la tangente en un point de Tellipse, avec la règle et Té- 
querre. 

La tangente en un point M pris sur une ellipse dont le grand axe est 
AA', et dont le centre est le point 0, milieu de AA', rencontre la tangente 
en A en un point G, dont la distance à A est justement égale à celle du 
point au point de rencontre de A'M avec le petit axe. 

5. Démontrer que si t et b désignent deux paramètres variables, les 
équations. 

ah G 

X i.y ^'Z^ 

a t.b ô.c"" ' 

représentent une droite quelconque A rencontrant les deux ellipses princi- 
pales 6 ef Y» ^ 
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6. On considère un axe AA' d'une ellipsoïde et un point M sur la surface; 
si Von projette A'M sur les deux plans principaux qui passent par AA', on 
obtientfdans les ellipses principales ^ deux cordes qui rencontrent ces courbes 
en des points P et Q. 

Les ellipses (A'PQ), (A'AM;, se coupent, en un point û et la droite A'U 
coupe en deux parties égales la projetante de M sur A A'. 

7. On prend sur un ellipsoïde un point M et on le joint à Vùn des sommets 
A' de la surface ; les projections de A'M sur les deux plans principaux qui 
passent par le sommet considéré A' rencontrent tes ellipses principales, res- 
pectivement, en des points ? et Q ; démontrer que le plan MPQ passe qu^l 
que soit le point M de V ellipsoïde, par un point fixe; ce point étant le som- 
met A, opposé à A'. 

8. Par le centre d'un ellipsoïde on mène un plan P qui coupe la surface 
mivant une conique Jl ; au point on mène une perpendiculaire à'P et Von 
prend, sur cette droite, des longueurs 01, OJ, égales aux demi-axes de S. 
Trouver le lieu des points l et i ] quelle est la nature de la section de la 
surface trouvée, par les plans de coordonnées. 

D'après la formule établie plus loin (§ 275) on a immédiatement Téqua- 
lion du lieu : 

aV b'-y' c'z* 

•^ ' —G. 



a' ^ x' -- y' — z'^ b'^ x*—t/— z' c*-^ x*- y'— z*' 

Cette surface du quatrième ordre est constituée par deux nappes, ayant 
deux points communs doubles ; ceux qui correspondent aux plans cycliques 
centraux. 

Elle a été découverte par Fresnel qui l'a nommée surface de Vonde. 
(V. Mémoires de l'Institut ; V. VII, 1827, et Mannhbi», Comptes rendus de 
l* Association française pour Vavancement des Sciences, 1876, p. 130; 1877, 
pp. 167, 175.) 

9. Si trois points d'une droite demeurent sur les faces d'un trièdre, un 
quatnème point de la droite décrit un ellipsoïde. 

(DUPIN.) 

^O. Le volume de l'ellipsoïde considéré dans le théorème I est indépendant 
des angles du trièdre» 

il. Si quatre points d^une droite demeurent sur les faces d'un tétraèdre 

un point quelconque de la droite décrit une ellipse et la droite reste parallèle 

Qux génératrices d*un cône de révolution, 

(Mannhbim.) 

^^, Lorsque quatre points dune droite demeurent sur quatre plans, toits 

les points de la droite décrivent des ellipses dont les centres sont en ligne 

droite, 

(Halphen.) 

Pour ces quatre derniers exercices on peut consulter une solution donnée 
par M. Ed. Lucas. {Journal de Math. spéc. , août 1884.) 
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L'ELLIPSOÏDE. (Les diamètres.) 



9B8. Diamètres conjugués. Les formules démontrées 
précédemment (§ 177), étant appliquées à Téquation de Tel- 
lipsoïde, prouvent que les droites qui correspondent aux 
équations 

X y 2; ^__y_^. ^ y __z 

a 6 y' a' 6' y' ' ^' ^'' ï''' 

forment un système triplement conjugué, par rapport à cette 
surface, si les égalités : 



^^ + !i + IT = o, 



aa .66 . Y y 

«• ^ 6' ^ c* ' 

soiit vérifiées. 
Si nous imaginons les extrémités de ces diamètres 

M' {ce/, y', z'), M" {x\ y", z"), W (a;", y", z"), 

nous rappelons ici que nous avons établi (§ i83) les formules 

a5" + a^' + aj"'=:a*, l a/y' + arV + a;"'y" = o, 

(1){ y" + y"' + y"*=ô*, (2){ y V + y V + y«'2«' = o, 

^w + ^«« 4. 2«" = c* : / zV+ z'af + ^"'ic"' = o. 
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Nous nous proposons d'obtenir par ces formules, une 
nouvelle démonstration des théorèmes d'Apollonius (v. §25o). 

9G9. Théorèmes d*ApoIIonias. (Seconde démonstra- 
tion.) i** Nous désignerons par a', 6', c', les longueurs des 
demi-diamètres conjugués OM', OM", OM*^. Nous avons donc 

et si nous ajoutons les égalités (i) nous obtenons, d'abord, 

égalité qui établit le théorème 1. 

2<> Considérons maintenant le triangle OM'M" ; la surface S*^ 
de ce triangle se calcule par la formule établie plus haut 

(§ 7^), 

Cette égalité peut encore s'écrire 

En calculant de même les surfaces S' et S", nous avons 

4 (S'» + S''*+ S''*)-x^*{y"'+y'^)+x"*(y''+y"^+x'"*{y'*+y'*) 

— aa/y Vy"— ix"y''afy'" — ^ix'y'xl'y'" + . . . 

ou, en tenant compte des égalités (i), 

4 (s'« + S''* + ^'"') = x'\h* — y") + x"\b^ — y"*) + x'"\V — y'"') 

— ix'y'x"y" — %x"y"x"'y"' — 'idy'xTy '" + ... 









1 


1 








1 


t 





1 


aj' 


y' 


1 


+ 


y' 


2' 


1 


+ 


z' 


ai 1 


af 


y" 


1 




y" 


-^^ 


1 




z" 


of 1 



ou, encore. 



4 (S'" + S'^' + S^*) = a'V + a V + 6 V— (x'y' + d'y' + a?y )* 
Les égalités (a) prouvent que Ton a, finalement, 

relation qui constitue le second théorème d'Apollonius. 
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3® Le volume V du tétraèdre formé par Torlgine et par les 
trois points conjugués M', M", M'", est donné par la formule 
(§ 73), . 



+ 6Vr: 



a?' y' 



X" y 



tf ^ft 



m -.w 



x"' y 



,nf 



En développant ce déterminant et en tenant compte des 
relations (i) et (2) on arrive, assez vite, au résultat annoncé 

Mais il est plus simple d'appliquer la règle que nous avons 
donnée en algèbre pour effectuer la multiplication de deux 
déterminants. On trouve ainsi, imméSiatement, 



36r-. 



x'* + x"' + X'"' 
x'y'+ x!'y"+ d'y'" 
x'z'+x"z"+x'"z'" 



xy+ xY+ ^""y"' z'x' + z"x" + s' V 

y'' + y"* + y"' zy + zY + -V 

y'z'+yY+y"z'" 2"+ z"* + z 



^mi 



OU, d'après les relations (1) et (2), 



?6\ 



2\T* 



a o 
o b' o 

o o C' 



Nous obtenons donc, finalement, 



36V*-a'ôV, 



ou 



6V = abc . 



C'est cette égalité qui donne le troisième théorème d'Apol- 
lonius. 

^90. Diamètres €M»nJasçaés éganiL. Nous allons mon- 
trer qu'il y a dans l'ellipsoïde une infinité de systèmes triple- 
ment conjugués et formés par des diamètres égaux. 

Soit le centre de la surface ; de ce point comme centre, 
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avec un 



rayon égal a y r— ^ — , décrivons une sphère ; 

nous obtenons sur Tellipsoïde une certaine courbe F. Cette 
courbe est réelle parce que le rayon considéré est, à la fois, 
plus grand que c, et plus petit que a. 
Prenons maintenant sur F un point M et soit P le plan 




• Fig. 3o. 

diamétral conjugué de OM. Ce plan P coupe Tellipsoïde sui- 
vant une ellipse; dans laquelle nous distinguerons les dia- 
mètres conjugués égaux OQ et OR. Les trois droiles 
OM, OQ, OR, forment un système triplement conjugué ; il 
nous reste à montrer qu'elles sont égales. 
Le premier théorème d'Apollonius donne 



OM +0Q +0R i=a" + ^* + 6*; 
mais nous avons aussi 



_.^ a- + y + c-' ^ et OQrrOR; 

cl 



ainsi, 

a' + ^' + 6* 
3 



+ 2()Q' — «*4-^* + r;*. 
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Cette relation prouve que 

les trois droites OM, OQ, OR sont donc égales. 

991. Plans diamétraux conjugués. Si nous consi- 
dérons les deux équations 

Air + By + C0 = o , 

les plans qu'elles représentent seront conjugués, si le dia- 
mètre A conjugué du premier plan est situé dans le second. 
Les équations de A étant : 

00 ^ y ^ z 
Aa" ■" bF* "^ C? ' 

nous trouvons ainsi la relation cherchée 

999. Plan et droite conjugués. Soit un plan P ayant 
pour équation 

mx -\-ny +pzz=:o, 

et une droite A représentée par les égalités. 

( Ax + By + Cz = o, 
^*^ I A'x+B'y + C'z-o. 

La droite A' conjuguée du plan P a pour équations 

X __ z _ z 
a*m b*n "" c*p 

D'autre part,les équations (i) pouvant s'écrire sous la forme 

X _ y _ 



BC— GB' ~" CA'— AC "" AB'— BA' ' 
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pour que P et A soient conjugués, on doit avoir : 

et m Ifn c'p 

BC— CB''~'GA'— AC'~"AB' — BA'* 

Ces conditions sont nécessaires ; elles sont aussi suffi- 
santes. 

9*33. Transformation bomographiqne de l'£llip- 

soide. Les formules générales de la transformation homo- 
graphique, dans l'espace, sont 

, , U V W 

(i) a?-p, y = -, ^=p-' 

U, V, W, p, désignant des formes linéaires des coordonnées 
X, Y, Z, du point qui correspond à celui dont les coordon- 
nées sont désignées par a?, y, z. 

On vérifie facilement qu'en résolvant les formules précé- 
dentes par rapport à X, Y, Z, on a 

(a) Xrz^ Y = H, z = ^, 

V P P 

u, V, Wy P, étant des formes linéaires des lettres a?, y, z. 

Les formules (i) prouvent : i® qu'à un point m, correspond 
un seul point M; 2® à un plan p^ un plan P ; V enfin, à une 

droite 5, une droite A. 

Les formules (2) prouvent la réciprocité de ces propositions 
fondamentales. 

Si Ton veut faire correspondre une sphère à l'ellipsoïde ; 
on pourra prendre les formules de transformation suivantes : 

X X , Y Z 

-=- +7 + " ' 
a a Y 

o Y a * 

^_X Y Z; 
c Y a 6 
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avec la condition 

Les formules : 

^__X 2/_Y z_Z 

a"~K* 6""^' c"~R' 

sont celles qui offrent l'exemple de la transformation homo- 
graphiquô la plus simple. 
L'équation 

- + Xi + -. — 1 = o , devient X*+ V-j- Z'— R* - o ; 

abc ' ' 

ainsi à V ellipsoïde correspond une sphère. On voit aussi (pour 
citer la propriété la plus saillante de cette transformation) 
qu'à deux diamètres 8, 5', 



V 

é 



correspondent deux diamètres A, A' de la sphère ; et ces 
droites ont pour équation, respectivement, 

,,. aX h\ cZ ,^,, a\ h\ ' cZ 

Si les droites 3 î' sont deux diamètres conjugués de l'ellipsoïde, 
on a (§ 268) 



a' ^ b'^ T' 

Cette relation établit que les droites A, A', sont rectangu- 
laires. 

La propriété que nous avons voulu signaler peut donc se 
formuler dans les termes suivants : A deux diamètres conju- 
gués de Vellipsoïde correspondent deux diamètres rectan- 
gulaires de la sphère correspondante. 
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Onvoil, de même, qu'à deux plans diamétraux conjugués , 
correspondent deux plans rectangulaires. 

ftll4L. Application. Parmi les conséquences de cette 
observation, nous ferons remarquer qu'à un système triple- 
ment conjugué de l'ellipsoïde, correspond un système triple- 
ment rectangulaire dans la sphère transformée. 

Si l'on prend le cônec, ayant pour équation, 

(c) Ax' + Ay +A."z*-h-.. = o 

à cette surface correspond un autre cône C, dont Téqualion 
est 

(C) Aa* X*+ A'b*Y* + M'c'V + . . . = o . 

Si (c) est capable d'un trièdre triplement conjugué inscrit, 
(C) est capable d'un triède trirectangle. On retrouve ainsi la 
condition déjà signalée, 

relation qui exprime que (c) représente un cône capable d'un 
trièdre triplement conjugué. 
De même, si l'on veut exprimer que l'équation 

A^«_^ Ay + AV+ 2By^+ 2B'zx-\- iWxy :=. o , 

représente un cône capable d'un trièdre triplement conjugué 
circonscrit, on pourra considérer le cône transformé qui a 
pour équation 

ka*V + Mb*T + M'er + iBhcXZ + 2B'caZX + 2B''a6XY = o 

et qui, lui, est capable d'un trièdre trirectangle, si l'on a 
(§248). 

(AA' - B''*) a'b' + (A'A" - B* ) b*c' + (A^'A ~ B'') cV = o. 

Cette relation exprime donc qu'un cône donné est capable 
d'un trièdre triplement conjugué circonscrit. 
^VS, Détermination des axes d'une section plane. 
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Le problème dont nous allons indiquer rapidement la solu- 
tion peut s'énoncer ainsi : 
On donne réqtuztion d'un plan P, 

(P) ouc + ?^y + yz::zb. 

et Von propose de trouver : 

1** La direction ; 2** la grandeur des axes de la section S, 
faite dans r ellipsoïde par le plan (P). 

Premier eas, S = o. i° Pour trouver la direction des 
axes, on désignera par a?', y', 2', les coordonnées d'un sommet 
M de S et l'on écrira que la droite A qui correspond aux 
équations 



X y z 

x' y' z' 



est perpendiculaire sur la droite A', droite qui est tangente à 
S aii point considéré et dont les équations sont : 

(A') j a* "^ 6* "^ c* ""* 
( ax-\-6y -\-yz=:o 

On arrive ainsi à Tégalité 

2*» Pour avoir la grandeur des axes, on coupe la quadrique 
par une sphère S, de rayon OM m R, et correspondant à 
l'équation 

x* + y* + z'---R* = o, 

puis Ton [considère le cône C, qui a pour sommet le centre 
de l'ellipsoïde Q, et pour directrice la courbe F, commune à 
S et à Q ; son équation est 
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La tangente MT à F au point M (a?', y' y z') est perpendicu- 
laire à OM, puisque F est une courbe sphérique, et elle appar- 
tient au plan tangent à Q, en ce point M ; la droite MT' 
tangente à la section S, en ce même point M est, elle aussi, 
perpendiculaire à OM, parce que M est un sommet de S. Si les 
deux droites MT, MT', ne se confondaient pa», TMT' serait le 
plan tangent à^Fellipsoïde, au point M ; mais le plan TMT* 
étant perpendiculaire à OM, ce fait géométrique ne peut avoir 
lieu que si M est un sommet de la surface. 

Ce cas étant écarté, on voit enfin que le plan tangent au 
cône G n'est autre chose que le plan sécant proposé. 

En identifiant les deux équations : 

<xx + 6y + yz = o, 
et, en remarquant que 

0^ + ^y' + yz' zzo, 
on a, finalement, 

a a bo c-f 

Cette équation bicarrée, par rapport à R, a ses racines 
toujours réelles. La forme de Téquation (B) prouve ce fait en 
montrant que les racines sont séparées par la suite : 

a% b\ c\ 

Oeaxième cas* S == o« Lorsque le plan P ne passe pas par 
le centre de la quadrique, on imagine un plan P', parallèle 
à P, et passant par 0. Les plans P et P' coupent la quadrique 
suivant deux ellipses E, E' ; on remarquera d'abord que le 
centre 0' de E' est à l'intersection de P avec le diamètre 
conjugué de ce plan et que les axes de E' sont deux droites 
menées par 0', parallèlement aux axes de E. 
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On observe ensuite que les sections E, E', sont des cour- 
bes homothétiques el que Ton a 

Il* ^ a* 

p désignant Tun des axes de E', h la longueur 00' et a celle 

du demi-diamètre conjugué de P. Ainsi, on peut toujours 

h 
déterminer, après avoir préalablement calculé - , les axes 

d'une section centrale au moyen de Téquation (B). 

996. Remarque. On peut aussi trouver Téquation (B), 
mais sous une forme moins commode, en s'appuyant sur les 
théorèmes d'AppoUonius et sur l'invariance de la forme 

A + A' + A". 



EXERCICES 

I. Établir, sans avoir recours aux invariants^ que si autour du centre 
d*un ellipsoïde on fait tourner un trièdre trirectangle, on a 

-^4- — -4- — --4.-4-' 



OA OB OC ^ ^ ^ 

A, B, C désignant les points de rencontre des trois arêtes de trièdre avec la 
surface, 

1t, Trouver Vaire d'une section plane. 

3. On considère tous les plans P qui^ passant par le centre de l'ellip- 
soïde, coupent cette surface suivant des ellipses dont Vaire est constante et 
égale à celle d'un cercle de rayon m ; trouver le lieu décrit par les nor- 
males menées, aux différents plans P, par le point 0. 

En s'appuyant sur l'équation (B), on Irouvera 

7/1* (aV + by + cV) = a*b*c *{x* + y' + z') . 
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L'ELLIPSOÏDE. (Les Normales.) 



ft^^K, Équations de la normale. Soient x, y, z les coor- 
données d'un point pris sur l'ellipsoïde ; les équations de la 
normale, en ca point, sont (§ 94) 

£. iL £ 

a* b' c' 

Ces équations conduisent à quelques conséquences que 
nous allons développer. 

998. Théorème. Par un point Mo, pris dans V espace, on 
peut, généralement, mener à Vellipsoïde six normales; 
deux de ces normales sont toujours réelles. 

Désignons par iCo, y», ^o, les coordonnées du point considéré 
Mo; la droite qui correspond aux équations (N) passant par ce 
point, nous avons 

Xq — x _ yo-^y _ z^ — 2 _ 

(1) — — — — A, 

X y z 



a* b* 



^t 



' — A désignant la valeur commune de ces rapports ; X est 
donc une inconnue auxiliaire que nous introduisons et nous 
allons chercher l'équation qui la détermine. 
Les relations (i) donnent 

X aXp y __ byo z _ cZp . 

a a* — X b 6* — X c c* — X 

Db L. Tome III. « 9 
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et, en exprimant que le point {x, y, 2) est situé sur l'ellipsoïde, 
on a 









1 . 



ou 

(1) (ei« - X)« (6* - X)* (c^ - Xr - a*^: (6* - X; {e - X)« 
- bY, (c- ~ Xr (a* - X)* - c*^: (a^ - X)* (6* - X)» = o . 



Celte équation est, en général, du sixième degré ; comme 
à toute valeur de X correspond, d'après les équations (i), 
une normale; on voit que le nombre des normales issues 
d'un point est, en général, égal à six. 

Nous allons montrer que, parmi ces normales, deux sont 
toujours réelles. 

Si dans l'équation (2) nous substituons, successivement, à 

la place de X, les valeurs : — 00, a* et + «>> nous obtenons les 
résultats suivants : 

+ 00, — a'a?J (ô^ — «•)* (c' — a% et +00, 

L'équation (1) a donc deux racines réelles au moins. Celte 
remarque établit complètement la propriété énoncée, parce 
qu'on sait que les racines réelles de Téquation (2) donnent, 
d'après (1), pour les inconnues a?, y, z, des valeurs qui véri- 
fient l'égalité 

m 

et qui, par suite, sont acceptables ; x devant être compris 
entre + a et — a, y entre -f- 6 et — b ; enfin, z entre -{-cet — c. 

999* 11ié«»réme de Chasles. Les six norntales que Von 
peut mener Sun point à V ellipsoïde appartiennent à un même 
cône du second ordre. 

Les équations (1) peuvent être transformées, comme nous 
allons le montrer. Prenons la première : 

a*y [x — Xo) — b*x (y — y») zz 0. 
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Il est naturel, pour la démonstration du théorème qui nous 
occupe, de mettre en évidence les binômes x — Xo,y — t/o, 
z — Zo. Écrivons donc l'équation précédente sous la forme : 

«* (y — VoVk^ — ^o) -h a\jo {x — Xo) — b* {x — ■ x^) {y — ^o) 

'-b'xo{y — yo) = o, 

ou, sous celle-ci, qui est équivalente, 

(C ) (a*— b*) {y — yo) [x — Xo) -+■ a Vo {x — x^) — b*Xo (i/ — jfo) = o . 

Nous trouvons de même, 

( A) (6*— c*) {z — Zo) (y — yo) -+■ b*Zo {y — yo) — c*yo (z — Zo) = Oy 
( B) (c'— a*) (x — Xo) (2 — Zo) -h c*Xo {z — Zo) — a*Zo (a; — a?o) = o . 

Si nous multiplions ces égalités (A), (B), (C), respective- 
ment par X09 yo, ^o ; puis, si nous ajoutons les résultats ob- 
tenus, nous avons 

(r) (a* — b*) Zo (x — Xo) {y — yo) -h {b' — c*) Xo {y — yo) {z— Zo) 

-h (c* — a*) 2/0 [^ — Zo) (x — Xo) = 0. 

Le premier membre de cette équalion étant une fonction 
entière des binômes x — Xoy y ^ yo, z — z^, nous voyons donc 
que les six normales qui partent du point {Xo, yo, Zo) sont situées 
sur un cône ; ce cône admet aussi, parmi ses génératrices, 
les droites qui correspondent aux équations : 

ix^Xo = o, j y~2/o = o, j.^-.,=:o, 

( y— yo = o; '^ I z — Zo=o; } x — Xo:=:o; 

droites qui sont les cordes principales passant par le point 
considéré. 

^80. Théorème. Les pieds des six normales issues d'un 
point à rellipsoïde, appartiennent à une cubique gauche. 

Reportons-nous aux équalions (N) ; elles peuvent s'écrire 
sous la forme : 

U == xy (a* — 6* j — a*Xoy 4- b*yoX = o, 
y = yz {b* — C-) — b^yoZ -h c'XoV := o, 
W = zx (c' — a'} — c*ZoX -h a*XoZ m 0. 
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Multiplions-les, respectivement, parc'^o, a'iCo, ô* ^o; nous 
avons, par cette combinaison, 

(A) c^z^ (a* — 6*) xy -f- à^x^ {b* — c*) yz + 6Vo (c* — a*J ;za; = o . 

Les équations F F représentent deux cônes du second ordre 
et il est remarquable que la droite qui joint le centre de 
l'ellipsoïde au point Mo, est une génératrice commune à l'un 
et à l'autre. L'interseclion de ces cônes se compose donc 
i°de la droite OMo; a» d'une courbe gauche C, du troisième 
ordre. 

L^intersection de cette dernière avec la quadrique donne 
six points qui sont, précisément, les pieds des six normales 
issues du point considéré Mo, à l'ellipsoïde. 

981. Propriétés de la enblque g^auehe C9 aux pieds 
des normales. 

1° Nous voulons faire remarquer d'abord que la courbe î, 

qui nous occupe, est unlcursale. 

Nous appelons courbe gauche unicursale celle qui jouit de 
la propriété que les coordonnées d'un point mobile sur elle 
peuvent s'exprimer par des fonctions rationnelles, entières 
ou. fractionnaires, d'un paramètre variable t. 

Par la droite OMoi faisons passer un plan mobile P; il 
coupe r suivant deux génératrices : Tune est OMo, l'autre 
une droite A. De même, T' est coupé par P suivant deux gé- 
nératrices. Tune d'elles est encore OMo, l'autre est une droite 
A'. Ces droites A, A' se coupent en un point I, qui appar- 
tient à la cubique gauche. Les coordonnées de I sont donc 
bien déterminées ; elles n'admettent qu'une valeur et, par 
suite, s'expriment rationnellement au moyen du paramètre 
variable t, qui entre dans l'équation du plan P. 

2** Les directions asymptotiqties de la cubique Ç, sont les 
directions principales de l'ellipsoïde; car si l'on considère 
la position particulière du plan P, position obtenue en me- 
nant par OMo un plan parallèle à OX, les génératrices d'in- 
tersection sont alors : Taxe OX, pour F'; et une parallèle à 
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OX, pour r. Ces deux droites donnent un point situé à Tin- 
fini, sur la cubique, dans la direction OX. Cette remarque 
s'applique aux axes OY et OZ. 

3** Enfin on peut encore observer que la cubique Ç, passe 
toujours par les points et Mo. Ceci se vérifie facilement 
par les équations (F) et (P); on peut aussi reconnaître cette 
propriété, en se reportant à la génération, point par point, 
que nous avons indiquée pour la cubique Ç. Il suffit de con- 
sidérer la position particulière du plan mobile P. qui corres- 
pond aux plans tangents, le long de OMo, au cône F, et au 
cône F'. 

989. Éqaation générale des quadriques passant 
par les pieds des monnaies. 

Cette équation est 

(i) E + XU-f ii.V + vW = o; 

E désigne le premier membre de Téquation de l'ellipsoïde; 
U, V, W représentent, quand on les égale à zéro (§ 280), les 
cylindres projetant la cubique sur les plans principaux; enfin, 
X, [X, V sont trois paramètres arbitraires. 

En effet, Téquation (1) est visiblement vérifiée par les 
coordonnées de Tun quelconque des pieds des normales; 
d'ailleurs, elle renferme trois paramètres variables et indé- 
pendants; la quadrique cherchée passant déjà par six points, 
on reconnaît ainsi que (i') est bien Téqualion demandée. 

983. Formales de Joachlmsthal . Du point Mo 
(^o, yo, ^o) partent, comme nous l'avons fait voir, six normales 
à Fellipsoïde. Désignons par A, B, C ; A', B', C ; les pieds de 
ces normales que nous séparons, arbitrairement, en deux 
groupes. Les trois points A, B, C, constituent un premier 
groupe, et nous désignerons par M (a, 6, y) le pôle du plan 
ABC; de môme M' (a' 6' y') représentera le pôle du plan 
A' B' C qui passe par les pieds des trois autres normales* 

Les formules de Joachimslhal, analogues de celles que 



^ 



294 VïNGT-TROISlEME LEÇON 

nous avons établies dans la géométrie plane (§ 292), sont les 
suivantes : 

oLx' = - a\ 65' = - b\ r(' = - ^' i 

nous allons les démontrer (*). 

Les plans ABC, A'B'C, constituent, par leur ensemble, 
une quadrique particulière passant par les pieds des nor- 
males et dont réqualion est 

L'équation (1), du paragraphe précédent, représentant 
toutes les quadriques passant par les pieds des normales, 
ridenlité 

doit être vérifiée pour des valeurs convenablement attribuées 
aux paramètres X, (jl, v et K. 

Cette remarque sert de base aux calculs qui suivent. 

En égalant les constantes des deux membres de l'identité 
(3), on a, d'abord, 

Kiz — 1. 

Les coefficients des termes en x*, y*, 2*, donnent alors 
(J) aa'---a', 6'o'=^b\ ^^'ziz^c\ 

Co sont les formules que nous avions annoncées. 



i.Ces formules n'ont peut- êlrc pas été données explicitement p&r JoGLchïm- 
sthal, mais elles résultent implicitement de certaines équations renfermées 
dans les mémoires si remarquables de ce géomètre. Voir notamment le 
mémoire cité à l'exercice 3. 
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5S84. Surface normo-iKilaire. En poursuivant, comme 
il est naturel de le faire, Tidentification des deux membres 
de ridentité (3), nous allons aboutir à un résultat remar- 
quable et montrer que les points M, ou M', appartiennent tou- 
jours à une surface du quatrième ordre, que M. Desboves(*) 
parait avoir signalée le premier et qu'il a nommée surface 
normo-polaire. 

En égalant les coefficients des termes en xy, yz et za?, on 
a, en tenant compte des formules (.1), 

a" 6' 6* Y* ï*_i ** 



«• 'h* b* ' c* c* a' 



a6 {a* — 6*) ' 67 {b* — c*) "" ya (c* — a*) 

et Ton peut écrire, sous la forme explicite, l'identité (3) de la 
manière suivante : 



6t • 

b*'^c' 



6y{b* — c') 
Y a 



^ { yz (y- c*) - b*yoZ -h c'z^ \ 



e 



— - [ zx {c* — a*) — c'^oO? — a^XoZ \ 



"(a {c' — a*) 

Écrivons maintenant que les coefficients des termes en a:, y, z, 
sont égaux et nous obtenons trois relations nouvelles dans 
lesquelles entrent les coordonnées {Xç, yo, Zo) du point M©. 
Ces équations du premier degré sembleraient devoir bien 
déterminer ces paramètres, mais une étude plus attentive va 
nous montrer que ces équations sont indéterminées, ou in- 



1 Desboves. Théorèmes et problèmes sur les normales aux coniques, 
MaUet-Bacbelier, 1861. 
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porapatibles, suivant que M. est placé, ou non, sur une cer- 
taine surface que nous allons faire connaître. 

Les équations qui déterminent x», y,, et z, sont, d'après (3'), 
et en tenant compte des formules (J), 

«•~YC*-o*\a' cV 6 o*— 6*W"^ôV' 

^ M * b'~ * a'— 6* \6* "^ aV y *' — c' ^ft' c'/ ' 
Y'_y. ft* /y* 6'\ Jg. g* /y* »\ 
c* ~ 6 &•— c' V 6* / a c*— a' \c* a*J ' 

Multiplions ces égalités, respectivement, par 

puis, ajoutons les résultats obtenus, et nous avons 
F^^'V ~â') \b''^?) '^7^^'V ~b'j (?"^^) 

Srr6.(*-jï)(J+6-.)=«- 

D'après ce résultat, si les coordonnées a, 6, y vérifient 
réqualion(*) 

les équations (4) sont compatibles, et il existe une infinité de 
pôles normaux correspondant au pôle tangentiel proposé; si, 
au contraire, le pôle tangentiel n'apparlient pas à la surface 
normo-polaire, il n'y a pas de pôle normal correspondant. 



1. Cette équation peut encore 8*écrire: 

(D') 2 («• - by (a'b'z' - c'a^y') - o , 

forme sous laquelle M. Desboves l'a rencoatrée. 



EXERCICES 



fl . On considère deux points W M" sur V ellipsoïde ; les normales en ces 
points coupent un plan principal, le plan XOY par exemple, en deux points 
P' P". On obtient ainsi, sur les plans principaux, trois segments P' P", 
Q' Q", R' R'' ; démontrer que les milieux de ces trois segments et le milieu 
de M' M"^ sont quatre points situés dans un même plan perpendiculaire à 
M' M". 

On résout, sans difficulté, cet exercice en introduisant les coordonnées 
x', y', z' ; x", y", z", des deux points M', M''. Celles du milieu de P' P'' sont 
alors 

et, en tenant compte de la relation : 

x'* — af* y'* — y"* z'* — z"* _ 



i ' n ' li — — ^» 



a* • 6* c 

on reconnaît que le plan élevé au milieu de M' M", perpendiculairemeut 
à cette droite, plan qui est représenté par l'équation 

passe par le point (À). 

S. On considh^ une normale à ^ellipsoïde, au point M ; soient A, B, C les 
points oit elle rencontre les plans principaux ; démontrer que Von a 

MA_MB_MG_ 1 
a' ~ b* ~ c' ~0\V 

OH désignant la distance du centre au plan tangent en M. 
3. Soient Ai, ^2, hi trois points de la surface 

x' y' z' 
a h c 
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points pour lesquels les normales concourent au même point h; en désignant 
par p, q^ r, les coordonnées du pôle du plan hi, Aj, A3, il existe trois autres 
points /i4, As, As, de la surface^ pour lesquels lex no7*males concourent en A, 
et ces points sont situés dans le plan : 

p q r 

(JOACHIMSTHAL.) 

Ce théorème élégant résulte immédiatemenl des formules deJoachimstbal, 
en considérant les pôles tangentiels des deux plans Ai A| A3, A4 A5 As ; il a 
été démontré par l'auteur par une méthode relativement longue. (V. Jour- 
nal de CrellCf t. LUI, p. i49 à 172.) 

4. Le centre de la sphère qui contient les pieds de quatre des normales 

que Von peut abaisser, d'un point donné M, sur une sur /ace du second 

ordre Q, est le milieu du segment qui joint le point M au centre du plan qui 

contient les deux autres noi^males, 

(Lagdkrre.) 

M. Laguerre a proposé d'appeler centre d'un plan représenté par l'équa- 
tion 

X , V Z 

p q r 

le point dont les coordonnées sont p, q, r. (V. Nouvelles Annales, 1878' 
p. 167). 

5. D'un point M on abaisse- des normales sur V ellipsoïde ; MAi^ MA2, . . . 
MAe ; et Von considère la cubique gauche V aux pieds des normales, courbe 
qui passe par le centre ; par on mène un plan parallèle à MAijAs, plan 
qui coupe V en deux autres points B, C ; ces deux points et les quatre 
pieds A3, A4, As, Ab, appartiennent à une même sphère, 

(Lagu:rre.) 
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LES FOCALES (') 



. Déflnitions. Parmi les propriétés des quadriques 
qui offrent quelque analogie avec celles que nous avons ren- 
contrées dans rélude des coniques, nous voulons citer celles 
qui sont relatives aux foyers. Mais nous ferons observer, à ce 
propos, que les propriétés des courbes planes ne se trans- 
portent pas, aux surfaces du même ordre, sans subir, presque 
toujours, quelques transformations ; tout en conservant une 
certaine analogie qui explique la transition entre Pidée 
qu'on a développée dans la géométrie plane et celle qu'on se 
propose d'étudier dans l'espace. 



1. Les courbes que nous appelons, dans cette leçoD, coniques focales, 
ont été particulièrement étudiées par Ghasles qui les a nommées coniques 
excentriquesL {Mémoires de V Académie de Brwcelles, 1829 ; Aperçu histo- 
rique, p. 384.) 

Le mot de coniques focales a prévalu dans Tenseiguement et dans les 
livres ou mémoires qui traitent de ces courbes. Ghasles dit lui-même {loc. 
cit.) que cette expression lui paraît préférable. l\ ne l'a rejetée que pour un 
motif vraiment insuffisant, Quetelet ayant employé le mot focale pour dési- 
gner la cubique qu'il avait rencontrée dans la recherche d'un certain lieu 
géométrique. (V. ex. 1, de cette leçon.) 

Mais l'expression de Quetelet doit être rejetée; non seulement parce que 
toute ligne, lieu des foyers de certaines sections planes d'un quadrique,pourrait 
être appelée focale, au même titre que la cubique en question^ mais aussi 
parce que cette courbe (que Ghasles, pour tourner la difficulté, proposait 
d'appeler le focoïque) a un nom et des propriétés qui la caractérisent net- 
tement. G'est la strophoïde oblique courbe qui, comme nous l'avons ru, 
{Géom. plane, § 399), est définie par les propriétés suivantes : 3° elle est 
du troisième ordre ; 2^ elle passe par les ombilics du plan : 3^ elle possède 
un nœud à tangentes rectangulaires. 
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On a donné pour les foyers des quadriques, ^des défini- 
tions diverses (*; ; Nous adopterons la suivante. 

Un point F estait foyer d*une quadrique^, lorsqu'il existe 
detix plans P, P', associés à ce point, et qui jouissent de la 
propriété que si ron prend sur S un point quelconque M, le 
carré de la distance MF, est au produit des distances de M 
aux deux plans P, P', dans une raison constante, 

La droite commune aux deux plans P, P', associés au 
foyer F, se nomme la directrice correspondante à F. 

L'existence de ces points et de ces droites ne résultant pas, 
d'une façon évidente, de la définition précédente, nous 
devons montrer d*abord que Ton peut trouver dans les qua- 
driques de pareils points et de semblables droites. 

Nous supposons que S est une quadrique à centre; mais, 
pour n'avpir pas à distinguer les genres différents, nous 



1. Sur cette importaDte question on peut consulter les livres et les mé- 
moires suivants : 

Magnus. Annales de GergonnCy tome XVI, p. 33, 1825-1826. 

Mac GuLLAGH. Proceedings of the Royal Irish Academyy vol. II, p. 446 ; 
1836. 

ToWNSEND. Cambridge and Dublin mathematical journal, vol.IIl, pp. 1,97, 
148 ; 1842. 

Chasles. Mém. de ^Académie de BruojelleSf 1829. — Comptes rendus, 1835. 
— - Aperçu historique^ 1837 ; note XXXI, p. 384. 

AjtriOT. Journal de Liouville, tomes VIII et X ; 1843 et 1845. 

Salmon. Traité de Géométrie analytique à trois dimensions ; 1862. 

Briot et Bouquet. Complément de la Géométrie analytique ^ p. 261, 

Pain VIN. Principes de la Géométrie analytique à trois dimensions. Géomé- 
trie de l'espace, 2« partie, p. 314 ; 1870. 

Nous ajouterons à ces renseignements que c'est à Plugker que Ton doit 
une définition des foyers, s'étendant à toutes les courbes et à toutes les 
surfaces. Cette définition très féconde, malheureusement plus analytique 
que géométrique, et que nous avons craint d'adopter dans ce traité élémen- 
taire est la' suivante : 

Un point F est foyer d'une courbe V quand le cercle de rayon nul ayant son 
centre en F est bitangent à V 

Cette définition s'étend à l'espace avec une analogie complète ; 

Un point F est foyer dune surface S, quand la sphère de rayon nul, ayant 
son centre en F, est bitangente à S. 

Les focales des surfaces, quel que soit Tordre de celles-ci, sont les courbes 
constituées par l'ensemble, ou lieu, des foyers. 
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représenterons Téqualion de la surface par la notation sui- 
vante : 

!iS86. Théorème. H existe dans les quadriques à centre 
une infinité de foyers ; ces points sont sittœs dans les plans 
principaux, sur des coniques réelles ou imaginaires, dites 
coniques focales. 

Désignons par x, y, z, les coordonnées d'un point M, pris 
arbitrairement sur la quadriqueS; et soient a, 6, y, celles 
d'un foyer F de cette surface. Les plans associés étant repré- 
sentés par les équations : 

P = o,P' = o, 
Nous avons, d'après la définition du point F, 

Dans cette égalité K désigne, bien entendu, une constante. 
La relation (2) étant vérifiée par les coordonnées d'un point 
quelconque de S, les premiers membres des égalités (1) et 
(2) sont identiques, à un facteur constant près. 

Écrivons donc, 

(a;-«//+(y_ê<)*+(2-ï/r-KPFs:x(|.* + |' + J-<'), 

ou 

(3) (a._a«)' + (î/-6')*+(2-ïO'-'^(x+|' + ^*-<') = KPF'. 

Le second membre de cette identité étant, abstraction faite 
de la constante K, un produit de deux formes linéaires en 
X, y, z, ty nous pouvons remarquer qu'il est identique à une 
différence de deux carrés ; par suite, la forme quadratique 
qui constitue le premier membre admet un discriminant h, 
dont tous les mineurs du troisième ordre sont nuls. 
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Nous avons, d'ailleurs, 



h 



\ 

1 

A 



o 







Le mineur: 







•-g 



o 



6 



o 



o 






c 



t 



6 



a* + 6'+f+>^ 



1 — - o 

A 



o 



A 



O o 



» 



o 



c 




i-^.M- 



^)(-;i)' 



étant nul, on doit supposer, successivement, que les fadeurs 

X X X ^ , 

1 , i — - , 1 — -sont nuls. 

ABC 

En premier lieu, prenons le cas où l'on a X = G, et par 

conséquent. 



li = 



C 
1 

A 



o 



o 



o 



1 — 



c 

B 



o 







o 



o 



— a 



--6 



I 



6 



Y a* + 6*.+ f + C 



Parmi les mineurs de ce détei minant, distinguons d*abord 
celui qu'on obtient en supprimant la troisième colonne et la 
quatrième ligne ; en l'égalant à zéro, nous avons 
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el, par suite, 



Y = o, 



Si, comme nous le supposerons formellement, la quadrique 
considérée n'est pas de révolution. 
Le déterminant h peut s'écrire alors : 



hz=. 



'-Â 








— a 


» 


C 





6 

1 


c 











— a 


— a 





a' + 6' + G 



Tous les mineurs du troisième ordre de h seront nuls 
si nous écrivons que 



C 
i 

A 



o 



— OL 



O 



C 



Ce déterminant développé donne 

(-!-))(■ -g)<"'+''+'='-'' 

ou, après simplification, 



=Z 0. 



«-U~-l=o 



T + 



A— C • B— G 

Réciproquement y si les coordonnés a, 6, y, d'un point F, 
vérifient les relations : 



Y = o 



a 



' A 



7 + 



B 



- = U 



tous les mineurs du troisième ordrj de h sont nuls et Tiden- 
tité (3) a lieu. Le point F, considéré, jouit donc do la pro- 
priété qui définit un foyer. 
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En prenant, successivement, les hypothèses: 

on trouve qu'il y a, dans les quadriques à centre, une infi- 
nité de foyers qui sont situés sur trois coniques, situés dans 
les plans principaux, et correspondant aux équations : 

(X) . = «, '^ + ^=.; 

Dans le cas de Tellipsoïde (a* > 6* > c*), (Z) représente 
une ellipse réelle ; (X) une ellipse imaginaire ; enfin, (Y) une 
hyperbole. 

989. On remarquera que chacune des coniques focales a 
pour foyers ceux de la section principale correspondante et 
pour sommets les foyers des autres sections principales. 

On peut aussi vérifier que les coniques focales passent par 
les ombilics ; en particulier, dans le cas de l'ellipsoïde, la 
focale (Y) passe par les ombilics réels de la surface. 

988. Détermination de la Direetriee. Tiiéoréme. 

Si Von prend sur la focale (Z) un point F, la directrice 
correspondante A s'obtient par la construction suivante : 
ayant mené à (Z) une tangente PQ, au point F, la directrice 
passe par le pôle ç de PQ, par rapport à la section principale 
AB du plan YOX ; de plus, elle est parallèle à OZ. 

Prenons maintenant, pour plus de précision, la nolalion de 
Tellipsoïde et faisons dans l'identité (3), (§ 286) y, 1= o et 
X zz/î ; nous obtiendrons ainsi les facteurs P, P' ; et, par 
suite, les équations de la directrice. 

Posons donc, d'après cette remarque. 



LES FOCALES 



305 



OU 



CL 

Eq complétant les carrés des expressions : 
et en tenant compte de la relation : 






on vérifie que U est une somme de defux carrés. Mais pour 
obtenir la directrice, c'est-à-dire la droite intersection des 
plans qui correspondent à Téquation U = o, il suffit de 
prendre les dérivées partielles de U, par rapport à a? et à y ; 
Tarête des deux plans étant .considérée comme une ligne de 
centres. 




Fig. 3j. 



Ainsi, les équations de la directrice sont : 

x_ à^ y ^ ^' 



De L. Tome lU* 



20 
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La droite PQ, tangente à la focale, au point ÏF, a pour 
équation 

I« I 71 15 — *> 



et, si nous cherchons les coordonnées du pôle 9 de cette 
droite, par rapport à Tellipse principale du plan YÔX, nous 
trouvons, justement, les formules (A). Ainsi, la directrice 
correspondante au point F est déterminée, comme nous 
Tavons dit. 

989. Théorème. Les plans associés d'un foyer F sont les 
plans cycliqties qui passent par la directrice correspond 
dante A. 

Cette propriété résulte immédiatement de Tidentité (3), 
(§ ^86). 

Nous ferons aussi remarquer, à propos de cette identité, 
que si Ton considère le j^om^^i^^ére qui correspond à l'équa- 
tion 

l'intersection de cette sphère évanouissante, ayant pour 
centre le point F, avec la quadrique proposée, est constituée 
par un système de deux plans. On peut donc dire que : le 
foyer est un point-sphère qui a un double contact avec la qtca- 
drique y la droite qui feint les points de contact étant la direc- 
trice. Cette propriété, qui est l'analogue d'une propriété du 
foyer dans les coniques, a été prise par Plûcker pour définir 
les foyers dans les quadriques (V. la note p. 3oo). 

990. Foyers de première et de seeonde espèee. Dans 
l'identité (3), lorsqu'on prend pour X l'une des valeurs A, B, ou 
C, si le point (a, 6, yO appartient à une des coniques focales, 
le premier membre est une somme ou une différence de deux 
carrés. 

Dans le premier cas, les plans associés au foyer considéré 
sont imaginaires ; ils sont réels, quand on envisage la seconde 
hypothèse. 
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On a quelquefois distingué ces deux èas et appelé foyers 
de première espèce ceux qui correspondent à des plans asso- 
ciés réels ; les autres sont dits foyers de seconde espèce. 

ftB'È.Tltkéovénke. Les focales représentent le lieu géomé- 
trique des sommets des cônes de révolution circonscrits en la 
qv^rique correspondante. 

Ce théorème se reconnaît immédiatement par des considéra- 
lions géométriques en imaginant une sphère inscrite dans le 
cône, et en supposant que le centre de cette sphère se déplace 
et vient coïncider avec le sommet du cône. On peut alors 
considérer ce point comme représentant une sphère évaiiouis- 
sante, doublement tangente à la quadrique. Mais on peut 
aussi établir la propriété en question par l'analyse, comme 
nous allons l'indiquer. 

L'équation d'un des cônes considérés est 

(x* y* . 2* \ /a/* y'* , 2'* \ txai . yy' zz' \* 

Si nous supposons, d'abord, a/y'^' ;zf o, les conditions 
connues : 

B'B"_ BB"_ BB' 

A g-_A--, —A -gj- 

appliquées à l'équation précédente donnent ; 

Si les nombres a, 6, c ne sont pas tous égaux, il n'y a pas, 
dans Vhypothèse que nous avons faite, d'autre solution à ces 
équations que E' = o, solution singulière, évidente a priori, 
mais sans intérêt. 

Si, au contraire, on suppose orzftzr c, les égalités (i) sont 
des identités; tous les points de l'espace répondent à la ques- 
tion ; ce résultat est encore évident. 

Revenons, maintenant, sur Thypothèse que nous avons 
faite et supposons que le produit ody'z' soit nul» 
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En admettant que Ton ait jî'zzo, deux des rectangles dis- 
paraissent, à savoir les termes en yz et xz; et en appliquant 
la condition connue : 

W' = [k — k")[PJ-'k"\ 
nous trouvons 

Cette équation peut s'écrire 
a'b'l a'b' U* I \à' j \ ~ c' \a'"^ b' 

Nous apercevons alors le facteur commun 

a'^b' ' 

et ce résultat pouvait être prévu, a priori, puisque tous les 
points de la surface, à litre singulier, font partie du lieu. 
Toute réduction opérée, nous trouvons 



« ^* t ui ^t — * J 



et nous pouvons enfin conclure que le lieu cherché est bien la 
focale située dans le plan YOX. 

En supposant, successivement : a/ rr o, y' — o, 0' — o ; on 
trouve, pour le lieu complet, les trois coniques focales. 

5Î09S. S^urfaces homofocales* (Définition, équation gé- 
nérale.) On dit que deux quadriques Q, Q', sont homofocales 
lorsqu'elles admettent les mêmes focales. Deux surfaces ho- 
mofocales ont donc, d'après cela, les mêmes plans principaux. 

Si Ton considère l'équation 

, . ^ X* if , z^ 
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une surface, homofocale à Tellipsoïde qu'elle représente, 
pourra être représentée par Tégalilé 

Pour que les équations (i) et (2) représentent des quadri- 
ques ayant les mêmes focales, il est nécessaire et suffisant 
que Ton ait : 

A~C = a*-^c% et B^C=:6' — c', 

ou 

A — a' = B — 6* = C — c' = A, 

X désignant la valeur cjmmune des binômes A — «*, B — 6*, 

Ainsi, réquation générale des surfaces homofocales à la 
quadrique (E zz: 0), est 

(H) ——^.-d^^——:zx , 
à: -f- k h 4- A r T- a 

X représentant un paramètre variable. 

1S03. Théorème. Par un 'point de V espace passent trois 
surfaces réelles^ homofocales à un ellipsoïde donné. 

Prenons un point M' dans Tespace; soient x'^ y\ z\ ses 
coordonnées. L'équation (H) que nous venons d'établir prouve 
que nous avons, pour déterminer X, Tégalité 

^v»'« /»#/• ^l* 

/ V ^ y 2 

Cette équation, rendue à îa forme entière, est du troisième 
degré ; et le terme tout connu est différent de zéro si, comme 
nous le supposons, M' n'est pas pris sur l'ellipsoïde proposé. 
De plus, la forme bien connue de l'équation (1) prouve que 
celle-ci a trois racines réelles, séparées par la suite : 
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« 

1994. Théorème. Les surfaces Si, 22,, S3, homo focales 
à une quadrique S, sonty deux à deux, orthogonales. 

Nous venons de vérifier que par un point M' passaient 
trois surfaces S,, Sa, S3 homofocales à un ellipsoïde donné. 

Soient 

,„ X X* 2/* 2* 

a;* y* z' _ 
[\) Â^-^-B^ + G'-'' 

les équations des deux surfaces D,, H,. Ces quadriques étant 
homofocales, nous avons 

(1) A — A' = B — B'=:C — C. 

t 

Cela posé, représentons par a/, y\ z\ les coordonnées d'un 
point M' commun à S, et à Sj ; les plans tangents P, P', à ces 
surfaces, en ce point M', ont pour équation, respectivement, 

xx' yy* zz' xx' yy' zz' 



Le théorème que nous avons énçncé sera démontré si Ton 
peut vérifier que Ton a 

x'* y'* 2" 
^'> ÂÂ^-^BB^"^CC' = "- 

Or, les deux égalités : 

ic" y" z"_ a;" y'\ ^_ 

donnent, par combinaison, 

x'* (A ~ A') y'* (B — BQ z^'lC — C' ) __ 
AA' + BB' "^ œ " " "" 

ou, en tenant compte des relations (i), 



AA' ' BB' ' ce 
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Les plans P, P', sont donc perpendiculaires; et nous pou- 
vons conclure de cette remarque que les trois surfaces 
S,, Sj, S3, qui correspondent à une valeur donnée à X dans 
l'équation (H) forment un système triplement orthogonal, 
quand on fait varier le'paramètre X. 



EXERCICES 



I 1. Théorème. Le lieu des sections faites dans un cône 2, par des plans 
passant par une droite A, tangente à ce cane, et perpendiculaire à une arête 
se, est une strophotde oblique, 

(QUBTBLBT.) 




Fig. 32. 

Prenons les axes qu'indique la figure, soit OA la trace du plan sécant 
mobile sur le plan YOX ; posons 



SO = d SOX - a, 0F = p, FOX zi w. 



Nous avons : 



SA _ 



d 



OA 



OA — SA 



sin(a — (â)) sin(a + (i)) sin2a sinaa — sin(a — w) 
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D'autre part, 
AF zz: AB, et OA — p = S A — SB = SA — se = SA — (û? — p ) . 

On a donc 

2p-d + 0A — SA=d4 —, \ '■ 

*^ ^ ^ sin(a + (o) 

et, finalement, 

ces a(sina + sin (o) 

P =^ ^~i — \ — \ 

sin (a + w) 

En cherchant Téquation cartésienne de cette courbe, on trouve, après 
avoir supprimé le facteur x sin a + y cos a, l'équation connue de la 
strophoïde oblique. 

On reconnaît d'ailleurs, immédiatement^ le théorème de Quelelet en 
observant que 

FF' = SO-SA = 0'A. 

En menant par H une droite HK parallèle à SO', cette droite passe par 
le milieu de OA et, par suite, par le milieu de EF. Ainsi on peut écrire 

lF=IF'r:^-^=:IH 

2 

Le lieu décrit par le pomt F, ou par le point F', est donc une slropholde 
oblique déterminée par le point et la droite KH. 

S. Quand un cône est circonscrit à une surface du second degré Q, ses 

trois axes vont rencontrer chacun des plans principaux de Q -en des points 

A, B, C, tels que BC est la polaire de A par rapport à la conique focale 

située dans le plan principal considéré, 

(Chasles.) 

S. Le produit des distances de chaque point d'une conique focale d*une 

surface du second degré, à deux plans tangents à la surface, parallèles 

entre eux et parallèles à la tangente à la conique au point pris sur elle, 

est constant, quel que soit ce point. 

(Chasles.) 

4. Les axes d'un cône circonscrit à une quadrique sont les normales aux 
trois surfaces homofocales qui passent par le sommet du cône considéré. 
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LES HTPERBOLOÏDES. (Cône asymptote 

et sections planes.) 



Lorsque les trois racines de l'équation en S sont diffé- 
rentes de zéro, si elles n'ont pas le même signe, Téquation 
réduite de la surface prend Tune ou l'autre des formes sui- 
vantes : 

X* y" z* 

Nous avons déjà distingué les figures différentes affectées 
par les surfaces qui correspondent à ces équations et nous 
avons nommé hyperholoïde à une nappe^ la première; 
hyperholoïde à deux nappes, la seconde. 

En faisant varier 2 de + oo à — «>, dans les. équations (Hj) 
et (Hj), on aperçoit les résultats suivants : 

1® Dans H,, les sections parallèles à YOX sont des ellipses, 
toujours réelles, dont les axes croissent au delà de toute 
limite. La surface est constituée par une nappe indéfinie qui 
s'élargit de plus en plus quand on s'éloigne du plan YOX ; cette 
nappe repose sur ce plan par une ellipse correspondant à 
l'équation 

Celte section porte le nom d'ellipse de gorge. 



314 



VINGT-CINQUIÈME LEÇON 



Comme nous l'avons déjà observé (§ i46), et nous re- 
viendrons sur ce point dans la leçon suivante, cette surface 
admet des génératrices rectilignes ; pour ce motif, on la 
désigne quelquefois par Texpression Hyperboloïde réglé. 

2** Dans H„ les sections sont imaginaires pour les plans 
qui correspondent à l'équation ;2f zz A, si Ton a h* <, o*\ 
lorsque A* est supérieur à c*, les ellipses de section sont 
réelles et leurs axes, partant de la valeur zéro, croissent au 
delà de toute limite en même temps que h. 

En résumé, les deux surfaces ont la forme, déjà signalée, 
et que rappellent les figures ci-dessous. 





Fig. 33. Fig. 34. 

Sans nous arrêter à étudier les propriétés de ces surfaces, 
qui offrent une analogie trop intime avec celles que nous 
avons signalées pour Tellipsoïde, nous indiquerons seulement 
celles qui sont relatives au cône asymptote et aux généra- 
trices rectilignes. 

995. Cène asymptote. L'équation du cône asymptote 
aux surfaces H, et H„ est d'après un résultat précédemment 
établi (§1 4 8), 

-i + r» — ; ^= • 



LES HYPERBOLOIDES SIS 

Lea deux hyperboloïdes que nous venons de conaîdéreret 
qui correspondent (en prenant, successivement, le signe +, 
et le signé — ) à l'équation 

Aa7' + Ay-*-AV=+ I (AA'A''<«) 

sonl appelés hpperboloïdes conjugués. Ils occupent, relative- 
ment au cône asymptote commun, la position respective 
indiquée par la figure (35), et les sections faites par un même 
plan dans ces deux hyperboloïdes conjugués sont des courbes 
bomothétiques- Celte proppiété, facile àvérifiep directement, 
peut être considérée comme -résultant de ce fait, démontré 
précédemment (§ a4), et en vertu duquel les sections faites 
dans un byperboloïde et dans son cône asymptote, sont 
homothétiques et concentriques. 



Fig. 35. 

Cette propriété e^t, comme on le voit, l'analogue de celle 
que nous avons signalée dans la géométrie plane, propriété 
relative aux hyperboles conjugués et à leurs asymptotes 
communes {% 35a ; ex. 4, p. 474)- 

See. tSectIons planes. Une autre conséquence qui mérite 
d'être signalée est relative aux sections planes des hyperbo- 
loïdes qui peuvent être, suivant la direction donnée au plan 
sécant, des ellipses, des hyperboles et des paraboles ; ou 
encore, bien entendu, des variétés de ces courbes. 
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En effet, l'équation du cône asymptote étant 

les plans parallèles à YOX donnent des sections elliptiques ; 
les plans parallèles aux deux autres plans de coordonnées 
donnent des sections hyperboliques. 

11 y a donc sur les hyperboloïdes des sections elliptiques 
et hyperboliques. 

Enfin, si Ton considère les plans tangents au cône, plans 
qui coupent cette surface suivant deux droites coïncidentes, 
les plans parallèles donneront, dans les hyperboloïdes, des 
sections du même genre, c'est-à-dire des paraboles. 

999. Équation générale des sections paraboliques. 

Cette équation résulte immédiatement de la remarque que 
nous venons de fair,e ; elle découle aussi très simplement, 
comme nous allons le montrer, de ce fait que la projection 
d'une parabole est encore une parabole, 
Soit 

z X y 
c a b 

l'équation d'un plan quelconque. La projection de la courbe, 
intersection de ce plan avec Fun pu l'autre des hyperboloïdes, 
a pour équation 

Cette égalité représente une parabole, si l'on a 



ou 



En posant 



X* -H [;/ z= 1 . 






i+r-' ''— i+^*' n^ 
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et en considérant t et 6 comme des paramètres arbitraires, 
réqualion demandée est 

^(i + O = (i-O--H2^r + 0- 
c ^ ^ ^ a b 

^t9iH, Remarque. On peut déduire de celte équation, et 
l'on vérifie d'ailleurs sans difficulté, que les plans tangents au 
cône asymptote sont représentés par l'équation générale : 

En écrivant cette équation sous la forme : 

,/a? z\ y z X 

t*( --h- — 2^^H = 0. 

\a cj h c a 

on vérifie, que l'enveloppe des plans (i) est représentée par 
l'équation 



(iy=(-:+:-)e-â' 



ou 



Cette surface enveloppe est donc le côûe asymptote lui- 
même. 

990. Représentation d'un point de Hj et de Hg. L'i- 
dentité évidente 

identité dont nous expliquons, un peu plus loin (§ 3i8), l'ori- 
gine, prouve que les coordonnées d'un point M' de Hj, peuvent 
se représenter par les formules : 



a;' 1 4 /e 


y' _ <-o 


z' <4-0 


a 1 — <0 ' 


~ 1 — <6 ' 


c - 1— <0 
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D'après celte remarque, Téquation générale des plans tan- 
gents à H„ sous une forme rationnelle, et avec deux para- 
mètres variables, correspond à l'égalité 

(T,) ^(i+^e)+|u-e)-^(<-he) = i-^ô. 

En se reportant à l'identité : 

(,_^«-e7 + 4^' + 40*=(i-i-r-f07, 

qui a été employée plus haut (§ 263), et en l'écrivant sous 
la forme : 

on voit que les coordonnées x", y\ z\ d'un point quelconque 
de Hg, peuvent être représentées par les formules 

a 26 b o' c 2ô 

L'équation générale des plans tangents à H, est, d'après 
cette remarque, 

(T,) |(i ^ ^*_ r) +2<|-(i + ^* + e*)^+ 2Ô = . 

9 

300. Section de H^ par an plan tanguent. Par un 

point de H,, passent, comme nous, le montrerons dans la 
leçon suivante, deux génératrices réelles ; lesquelles, pour 
un motif connu (§90), constituent le plan langent au point 
considéré. Mais nous nous proposons de vérifier cette propo- 
sition par un calcul direct. ' 
L'équation (T^) du paragraphe précédent peut s'écrire 

<•) (!-')+"(S-)='(M)"(l+5)- 

L'inlerseclion que nous voulons étudier est déterminée 
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par le plan qui correspond à celte équation et par la surfaca 
IJi, dont réquation peut s'écrire 

Élevons les deux membres de l'égalité (i) au carré et 
observons que les termes 

disparaissent. Nous obtenons, après cette rédaction, la rela- 
tion suivante: 



e-)"+'-''(-»-)"=''(:-i)"+''(-o 






En retranchant aux deux membres, et respectivement, les 
expressions (3), il vient : 



(4) 



Ki-)-'«(i-)r=i'(M)-«M)f- 



Cette équation se décompose en deux et, précisément, 
ce fait analytique met en évidence la propriété géomé- 
trique de l'intersection que nous étudions ; il montre qu'elle 
se compose de deux droites G, G'. Les relations (i) et 
(4) donnent d'ailleurs les équations de ces droites, sous la 
forme : 

(G) i^ ^^ ^' (GO r \^ ^ 

\a ) c h \ \a * / c b 

301. Plans sécants donnant des hyperboles équi- 
latéres. Parmi les sections planes remarquables des surfaces 
Hi et Ha, nous signalerons celles qui sont formées par des 
hyperboles ëquilatères. Pour les déterminer nous observe- 
rons d'abord que si Ton imagine une de ces sections, en lui 
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menant par le centre un plan parallèle, celui-ci coupera le 
cône asymptote suivant deux génératrices rectangulaires. 
Soit 

a o c 

réquation d'un plan P; celle du cône asymptote étant 

X y Z 
a b c 

Les droites communes à ces deux surfaces seront rectan- 
gulaires si nous avons (§ 243) 



( 



i i i\ /a' 6' T*\_a* 6* y* 



ou, après réduction, 

«• (6« _ c') + 6* (a* — c*) — Y* (a' + b') = o. 

Telle est la condition que doivent remplir les paramètres 
a, 6, Y, de Téquation 

pour que le plan correspondant coupe la surface H^ ou H„ 
suivant une hyperbole équilatère. 

309. Théorème. Le lieu des points d'oii partent deux 
génératrices rectangulaires de la surface H,, est une courbe 
gauche située sur la sphère deMonge. 

Nous avons vu que tout plan tangent à Hj coupait cette sur- 
face suivant deux génératrices ; cherchons à distinguer sur 
H^ les points qui donnent deux génératrices rectangulaires. 

Soit M l'un des ces points, et soit 

abc 
le plan tangent correspondant P. La section étant formée de 
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deux génératrices rectangulaires tous les plans parallèles à 
P coupent Hj suivant des hyperboles homothéliques, c'est-à- 
dire, dans le cas présent, suivant des hyperboles équila- 
tères. 
Nous avons donc 

a« (6* — c*) + & {a' ~ c') — Y {a* + b*) = o. 

Le point M est situé à l'intersection de la surface avec le 
diamètre conjugué- de P, droite représentée par les équa- 
tions 

^ y ^ 
abc 



6 V 



4 



Ainsi, les coordonnées du point M vérifient les deux 
égalités : 

(0 '^,{b'-c^) + ^,ia'-c')-pa'+b^)=o, 



'4> 



^ a b c 
La première peut s'écrire 

^!(a- + 6--c')+|'(a' + 6*-c')-^;(a' + 6'-0 
— X* — y* — s' m" 
ou, en tenant compte de (a), 

x' + f + z' = a' + b*-c\ 
Le théorème énoncé se trouve ainsi établi. 

303. Remarque. On pou- 
vait prévoir à priori que les 
points cherchés appartenaient à ^y ; 

la sphère de Monge. i/^ j 

En effet, soit M un point du / 

lieu ; et soient MG, MG', les gêné- jyr Fig. 36. 

ratrices qui passent par ce poinir 
et que nous supposons rectangulaires ; traçons encore la nor- 

De L. Tome III. ^ * 
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maie MN et considérons le trièdre M, N6G^ Tout plan passant 
par une droite située sur une quadrique, coupe cette surface 

suivant deux droites et, par conséquent est 
un plan tangent. Le trièdre M, NGG' est donc 
constitué par trois plans tangents à H, ; et 
comme il est trirectangle, le point M est situé 
sur la sphère de Monge. 

On peut encore raisonner de la manière 
suivante : 

Imaginons le plan diamétral conjugué 
de OM : il coupe H^ suivant ime hyperbole 
équilatère, puisque les sections parallèles 
sont homothétiques. Soient OQ et OR les axes de cette section; 
ces droites sont égales et le théorème I d'Apollonius donne 




Fig. 37 



ou 



OM -hOQ —OR zz: a' + 6* — c\ 



OM: = a*+b' — c*; 



le lieu du point M appartient donc à la sphère de Monge. 
Mais il faut observer que ni Tune ni l'autre de ces deux 
démonstrations géométriques n'ont la rigueur désirable; 
parce qu'elles n'établissent pas que, réciproquementy tout 
point pris sur H„ et sur la sphère de Monge qui lui corres- 
pond, jouit de la propriété énoncée. 
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GÉNÉRATRICES REGTILIGNES DE L'HYPERBOLOÏDE 

A UNE NAPPE. 



30^. Équations g^énérales des fi^énératrices recti- 
lifi^nes de H^. L'équalion de H^ peut s'écrire sous Tune ou 
l'autre des formes : 



X 

a 

C 


b a 


X z y 

i 7 

a c b 
z y X 
c b a 


Les deux plans correspondant aux équations. 






-' '(M) 
■) M 



représentent une droite G dont tous les points sont situés 
sur Hj. En effet, toute solution (a?', y\ ;3')des équations (G), doit 
vérifier la combinaison obtenue en multipliant ces égalités, 
membre à membre, combinaison qui donne 



a' '~c' b'' 
ou, 
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On voit, de même, que les équations : 



(G') i \c bl 

\a I c b 



représentent une droite placée, elle aussi, tout entière, sur H^. 

30S. ReprésenÉation tric^onométrique des g^énéra- 
triec». Si nous résolvons lès équations (G) par rapport à 

- et ? , nous avons : 
a b 

X it z 1 — /' 



et si nous posons, comme nous l'avons déjà fait en géouiélrie 
plane (§ 283), 

les formules (G) prennent la forme suivante : 

- = - sin o -f cos 5 , 
(F) { « ^ 

I y 2 

f r = — COS ? + sin®. 
c 

Le même calcul appliqué aux formules (G') donne : 

4» 



X 

- = - sin 6 + cos^, 

■ V z 

*-=::- cos <}^ — sm6. 

oc ^ 



Aux équations (G), ou (F), correspondent des droites, en 
nombre infini; elles forment un premier système de généra- 
trices; les égalités (GO, ou (F') représentent un second svs- 
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tème de génératrices. Nous allons étudier les propriétés 
principales des droites qui constituent ces deux systèmes. 

30e. Théorème I. Par un point W de VhyperholoUe à 
nne nappe passe une droite de chacun des systèmes. 

Soient {x', y', z') les coordonnées de M' ; considérons les 
deux rapports^ égaux : 



1 - -+- ~ 

a c b 



z' .V" x' . ' 

C b a ' 



et désignons par /' leur valeur commune. Si, dans les for- 
mules (G) nous donnons au paramètre variable t, cetle va- 
leur t\ la droite représentée par les équations : 

a \c bj' \a^ 1 c^ b' 

passe, visiblement, par M'; de plus, comme toutes les droites 
(G'j, elle se trouve située tout entière sur Thyperboloïde. 

Le même raisonnement est applicable aux droites (G'), en 
considérant les deux rapports égaux : 

— — i' _ ?^' 

a c b 



z' î/' x' . ' 

C b a 

et en prenant pour 6, le nombre 6' qui représente la valeur 
commune de ces deux rapports. 

Cette propriété des droites G et G', légitime, pour chacune 
d'elles, le mot de génératrices par lequel elles sont désignées. 

309. Théorème II. Il n'y a pas sur la quadrique H, 
d'autres droites que celles qui appartiennent à l'un ou à 
Vautre des systèmes (G), (G'). 

En effet soit A une droite quelconque située sur Hj ; pre- 
nons sur A un point M'. Nous venons de montrer que par ce 



326 VINGT-SIXIËME LEÇON 

point H' passaient une droite G et une droite 6'. D'ailleurs, ces 
droites 6 et 6' sont toujours distinctes et c'est ce que montrent 
très nettement les équations (F) et (F'). Ainsi, par le point M', 
passeraient, sur H|, trois droites distinctes. L'impossibilité 
de ce fait géométrique résulte de ce que les trois droites en 
question seraient situées, toutes les trois, dans le plan tan- 
gent à H4, en M'; les droites de ce plan rencontreraient la qua- 
drique en trois points, ce qui ne peut pas être. 

BOH. Théorème III. Deux génératrices appartenant à 
des systèmes différents sont toujours situées dans un même 
plan. 

Pour vérifier que les équations (F) et (F') sont compatibles, 
il suffit de reconnaître que les équations : 

(1) - (sin 9 — sin ^) = cos ^ — côs ç, 

(a) - (cos <p + cos ^) = sin ç -f- sin ^j 

donnent pour z la même valeur; or, ceci résulte de l'identité 
évidente 

sin* ç — sin* 6 s: cos' 6 — cos* ?. 

On vérifiera d'ailleurs, sans difficulté, que les deux géné- 
ratrices (F), (F'), sont situées dans le plan 

(A -cos-^ — ^4--sin.^ I--sin?~^ = cos?^^î-2-. 

O' 1 b 1 c 'jt 2 

300. Théorème IV. Deux génératrices du même système 
ne sont jamais situées dans un plan commun. 
Il faut établir l'incompatibilité des équations : 

œ z , X z , , , 

- =- sm f -f- cos 9, - zz - sm ç 4- cos ç 

a c a c 

y ^ y z 

^ = — -C03 9 + sin (p ; - z=z — - cos 9'+ sin 9'. 
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Or, ces égalités donnent 



- (sîn 9 — sin 9') =: cos 9' — cos 9, 



et, 



- (cos (f — cos <p') iz sin 9 — sin 9'. 



Ces deux relations, si l'on suppose 9 — f'?i o, conduisent 
à celle-ci 



-.-j-.=0, 



égalité qui prouve Tincompatibilité du système considéré. 

310. Oénératrices parallèles. Parmi les génératrices 
qui appartiennent à des systèmes différents, et qui sont situées 
dans un même plan, on peut distinguer celles qui sont 

parallèles. 

z 
Pour que les formules (i) et (a) (§ 3o8), donnent pour - 

des valeurs infinies, il est nécessaire et suffisant que Ton ait 

sin9 — sint^ = o, et cos9 + cost};=io; 
égalités qui entraînent la suivante : 

9 + <|'— '^• 

La relation (A) (§ 3o8), prouve que Téquation générale 
des plans P qui coupent H^ suivant deux génératrices paral- 
lèles, est 

fi) - cosa + l sin a — =0. 

Dans cette égalité, « qui, d'après Téquation citée, représente 
? , est un paramètre arbitraire. 



828 VINGT-SIXIÈME LEÇON 



11. On peut d'ailleurs vérifier le résultat précédent. 
Cherchons l'interjection du plan P avec H, ; les équations : 

X y , z ■ X* y* z* 

a h c a* h* c* 

donnent, par combinaison. 



ou 



ou, enfin, 



X* y^ [x , y , V 



X* , ^ . y t 2xy 

-r sin 2 + r* cos a r- sin a cos a ~ i , 

a b ah 



X V 

- sin a — 7cosa=:di i. 
a b 



L'intersection de P avec le cône asymptote donne, par le 
même calcul. 



( - sm a — 7 cos a ) = o. 
\a b ) 



Ainsi, tout plan P correspondant à Téquation (i) est tan- 
gent au cône asymptote, le long d'une certaine droite OGj 
(fig. 4o) et coupe l'hyperboloïde suivant deux génératrices 
de systèmes différents, DG, D'H', qui sont parallèles à OG,. 

Comme l'équation (i) représente l'équation générale des 
plans tangents au cône asymptote, le calcul précédent prouve 
que, réciproquement, tout plan tangent au cône asymptote 
coupe Vhyperbolotde suivant deux droites qui sont^ Vune et 
Vautre, parallèles à la génératrice de contact. 

319. Si Ton considère la section faite dans le cône 
asymptote par un plan passant par OZ, on obtient deux géné- 
ratrices de ce cône, OG^ et OH,. Ces droites sont également 
inclinées sur OZ, parce que OZ est un axe de symétrie du 
cône. Les plans tangents au cône le long des droites 0G„ 
0H„ coupent la surface H^ suivant des couples de droites 
respectivement parallèles à celles-ci. 
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On recoQnait ainsi que les sections faites dans H, par deux 
plans tangents, ayant pour points de contact les extrémités 
d'un diamètre de l'ellipse dégorge, sont formées par deux 
couples de génératrices ; ces génératrices sont, deux à deux, 
parallèles. 

Si l'on considère, en particulier, les deux génératrices DG 
el DH qui passent par le point D de l'ellipse de gorge leur 
plan a pour trace sur le plan de cette ellipse la tangente ST; 
déplus elles sont situées dans un même plan avec la nor- 
male au plan de l'elUpse, droite passant par leur point de 
concours ; enfin, cet axe du plan est une des bissectrices de 
l'angle qu'elles forment. 



Rg.38, 

Nous reviendrons tout à l'heure sur ces propriétés que 
nous démontrerons autrement. 
813. On voit aussi, parmi les corollaires de la proposition 

que nous venons d'établir, que les génératrices de fun ou 
de l'autre système, transportées parallèlement à elles-mêmes, au 
centre de la quadrique, engendrent le cône asymptote. Cette 
remarque avait déjà été faite, sur l'équalion générale 
(S .54). 

314. Enfin on peut encore observer que (ro»5 génératrices 
de H, ne sont pas parallèles à un même plan. 

En effet, si l'on transporte ces trois droites, parallèlement 
à elles-mêmes, au centre de la quadrique, on a trois généra- 
trices du cûne asymptote ; lesquelles ne peuvent pas être 
situées dans un même plan. 
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81 S. Thorème W, Si Von considère un plan central P et 
une génératrice G, la projection de G sur le plan? y projection 
faite parallèlement au diamètre conjugué de P, est une droite 
tangente à la section centrale considérée. 

Soit A le point commun à P et a G. Choisissons, sur 6, un 
point M et menons, par N, une parallèle MM' à la droite AC, 
droite dont la direction est corguguée de P. dette parallèle 
MM' rencontre P au point B ; prenons M'B = BM ; aux points 
tels que M, de la droite G, correspondent des points tels que 
M', situés sur une droite G', passant par A; et puisque Pest 
un plan diamétral conjugué des cordes parallèles à AC, tous 
ces points M' sont situés sur la quadrique considérée Q. 




Fig. 39. 

Ainsi, les droites AG et AG' sont deux droites de Q et le 
plan AGG', formé par ces génératrices, est le plan tangent à Q, 
au point A. Ce plan coupe P suivant une droite AB, droite 
qui, par conséquent, représente la tangente à la section faite 
par le plan P, dans la surface Q. 

31 G. Théorème Vf. Par un point D, pris sur r ellipse 
de gorge passent deux génératrices DG, DH : 

1** Ces droites^ et la tangente en h à V ellipse de gorge, sont 
situées dans un même plan, avec la normale en D au plan 
de Vellipse, 

a** Cette normale et cette tangente sont les bissectrices des 
angles formés par les detuc génératrices considérées. 

Soit M un point quelconque de DG; projetons ce point en 
m sur le plan de Tellipse et prolongeons Mw, jusqu'en M', 
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d'une longueur égale à elle-même. La droite Dm représente 
la projection de DG sur le plan de l'ellipse, Dm est donc la 
tangente en D à l'ellipse de gorge (§ 3i5). 



Fig.40. 

D'autre part la droite DM' étant, par rapport au plan de 
l'ellipae, la symétrique de DM, se trouve tout entière située 
sur l'hyperboloïde ; DM' représente donc la seconde généra- 
trice passant par D. 

Cela posé ; l'égalité des angles MDn*, M'D«i prouve que Dm 
est bissectrice de l'angle MDM'. En menant par D une pa- 
rallèle à MM' on obtient une normale au plan de l'ellipse qui 
est située dans le plan MDM' et qui est la bissectrice de 
l'angle GDH. La proposition se trouve donc démontrée, 

319. Théortme VII. Le cône asymptote est le lieu des 
asymptotes des sections centrales de Vhyperboloîde. 

Démonstration géométrique. Soit OAC le plan d'une section 
centrale et soit OB le diamètre conjugué. Considérons aussi 
l'ellipse qui a pour diamètres conjugués OA et OB. Le plan 
AOC coupe la surface suivant une hyperbole, soit M un point 
de cette courbe. Menons la tangente MD, à cette hyperbole 
et, par le point D,, une parallèle DD' à BB'. Il résulte d'un 
théorème précédent (§ 3i5) que le plan MD.DD' coupe la 
surface suivant deux génératrices passant parM; or,les points 
M, D, D', sont trois points de cette intersection ; celle-ci est 
donc constituée par les droites MD et MD'. 
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Supposons maintenanl que le point M considéré s'éloigne 
à l'inSni; MD, a, comme l'on sait, pour position limite, l'a- 
symptote OH,. D'autre part, DD' à la limite, se confond avec 
BB', puisque D, vient se placer au point 0. Les droites MD 



c 



FIg. 4"- 

et MD' deviennent donc deux génératrices BH, B'H', paral- 
lèles à OH,. D'après cela, on peut conclure que OH, étant 
une génératrice de la surface, transportée parallèlement à 
elle-même au centre de celle-ci, est une génératrice du cône 
asymptote. 

318. Démonstration analytique. Ces considérations géo- 
mélriques établissent la proposition énoncée, proposition 
qu'on peut aussi démontrer très simplement par l'analyse. 

Prenons, ce qui n'est pas beaucoup plus compliqué, la 
notation générale ; et considérons l'hyperboloïde qui corres- 
pond à l'équation 

(i) î (ax-|- fey -f cz)' -i- s' (a'x + b'y ■{■ c'z)' 
+ t'(a°x + b'y-\-c'z}'-i . 

Par l'origine menons un plan sécant quelconque, représenté 
par l'équation 
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Les paramèlres «,6, y, ne sont pas nuls à la fois; nous 
supposerons yçifo. Les équations (i) et (a) représentent une 
courbe du second ordre U, dont la projection sur le plan XOY 
a pour équation 

(3) £ j ax+by—'{oix-h^y) \ +^'\ a'a;-h6V— - (ar+ By) |* 

i" j a'x -^ b"y - ^' (aa?+ 6^/) j = i . 

Les asymptotes de U ont donc, sur le plan XOY, des pro- 
jections représentées par l'équation 

(4) t\ax-^by—^-{oiX-k'ty)\ -hs'ja'oî + ô'y— fU^^-ô^/) | 

Pour avoir le lieu décrit par les asymptotes de U il suffit 
d'éliminer les paramètres variables a, 6, y, entre (2) et (4). 
Cette élimination est possible et donne 

^{ax-\'by-^czY'^z'{a'X'hb'y'\'c'zy+t''{a"x^b''y-^c"zy=^ 

La surface qui correspond à cette équation est bien le cône 
asymptote de Thyperboloïde proposé. 

On a remarqué que la base de celte démonstration est le 
principe évident suivant : rasymptote d'une courbe se projette 
sur un plan, suivant une droite asymptote à la projection 
de cette courbe, sur ce plan. 

319. ReprésenÉatfon plane des qaadriques A 
cenCre. Nous terminerons cette leçon en montrant comment 
on est conduit à certaines identités, qui nous ont servi pré- 
cédemment à représenter les coordonnées d'un point mobile 
sur une quadrique, au moyen de deux paramètres va- 
riables /, 0. 

Les formules (G) et (G') admettent, comme nous l'avons 
observé, une solution; et, en cherchant celle-ci, on trouve 
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« 

que les coordonnées d'un point de H, sont exprimées par les 
formules, déjà signalées, mais qui se présentent ici plus 
naturellement, 

C'est de ces formules, et de la relation 

qu'on déduit, par voie naturelle, l'identité précédemment 
visée, 

( 1 ^ ^0)* + (/ - 6)* - {t 4- e)*:=: ( i - 1^)\ 

Posons maintenant : 

et nous avons 

(i -+- u* - uj -h 4w* — 4o* =: (i — t)' -h w*) 



t\f 



Si, dans cette identité, nous changeons v* en — w* (ou 
t), en lu), l'identité subsiste et s'écrit^ sous une forme nou- 
velle, . 

C'est cette identité que nous avons considérée plus haut 
(§ 263 et 299), et qui nous a permis de représenter les coor- 
données d*un point de l'ellipsoïde, et celles d'un point de 
rhyperboloïde à deux nappes, par les formules que nous 
rappelons ici : • 



a 14-^+0* b i+^* + e*' c i+<»H-0*' 

a? _ 1 — <* ^ e* y _t z ^i^fJ^^* 
â"~ 26 ' 6~ô' c" 2e * 
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Ces formules diverses : (H^), (E), (Hj); permettent de repré- 
senter les quadriques à centre, point par point, sur un plan P. 

Imaginons en effets dans le plan P, deux axes fixes, rectan- 
gulaires, 0)^,0)6. A tout point m', pris sur P, correspondent 
des coordonnées ^',6' ; en transportant ces valeurs dans les 
formules (E), par exemple, on obtiendra des valeurs corres- 
pondantes x\y\z'y qui représentent les coordonnées d'un 
point M' situé sur TeUipsoïde. Ainsi, à tout point du plan P 
correspond un point dé P ellipsoïde. 

Si l'on cherche à résoudre les formules (E) par rapport à 
^ et à 6, on voit que la première fait connaître «* -h 8" ; les 
deux autres donnent alors t et 0. Ainsi, réciproquement, 
à un point de V ellipsoïde correspond un point unique et bien 
déterminé du plan P. 

Cette remarque fondamentale s'applique aux formules (HJ 
et (H,); et l'on conçoit ainsi comment on peut représenter les 
quadriques à centre, point par point, sur un plan. 

Lorsque le point considéré M est mobile, tout à la fois^ sur 
Tellipsoïde et sur un plan H, représenté par l'équation 

a b * c 

le point correspondant m du plan P a des coordonnées i, 0, 
qui vérifient constamment l'égalité 

a ( 1 ^ ^* — 6*) -h ag^ -f 2yO + S ( 1 H- ^' + 6*) — . 

Cette équation représente un cercle ; ainsi à une ellipse 
tracée sur V ellipsoïde correspond un cercle dans le plan trans- 
formé P. 

On remarque que si Ton suppose a = S, l'équation précé- 
dente représente une droite. Dans ce cas l'ellipse corres- 
pondante, tracée sur l'ellipsoïde, passe par le sommet 
A' (— a, o, o), , 

La réciproque est vraie ; toutes les droites du plan P pro- 
viennent des ellipses qui passent pa " te sommet A'. 
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Ces remarques donnent lieu à des conséquences nombreuses 
mais nous ne pouvons pas insister autrement sur ce sujet, 
qui touche pourtant, par un point élémentaire et intéressant, 
à la théorie générale des surfaces omaloïdes ou surfaces uni- 
cursales . [V. Sylvester. Nel Cambridge and Dublin Math. 
Journal^ t. VI, p. 12. — Oemona. Sulle trasformazioni 
razianoli nello spazio. Bendiconti del Reale Institulo Lom- 
bardo. Série lï, vol. IV, fas. X (mai 1871). — Picart. Thèse 
de mathématiques, 1878. — Voyez aussi Le Journal de Ma- 
thématiques spéciales ; sept. i884.] 



EXERCICES 

f . Démontrer que le produit des sinus des angles que fait une génératrice 
d'un hyperboloïde, avec les plans cycliques réels, est constant. 

8. On considère trois génératrices G, G', G" de V hyperboloïde ; par G' on 
peut mener un plan P parallèle à G", et, par G^ un plan Q parallèle à G'. 
Soit M un point pris sur V hyperboloïde ; si par M on mène une parallèle à 
G, cette parallèle rencontre P en Cet Q en y ; on obtient ainsi un rapport 
MO 
vT J puis deux autres analogues. Démontrer que Von a 

MA MB MC_ 
Ma * Mo * My ~ * ' 

En prenant (au lieu des axes indiqués par fiinet, § 332) trois axes de 
coordonnées menés par un point de l'espace, parallèlement aux généra- 
trices G, G', G^ on trouve que la surface est représentée par une équation 
de la forme : 

(i) {X- a) (y - b) {z -c) = {X -a') (y - b') (z - c') , 

les équations des génératrices étant, dans le système d'axes indiqué, 

a?=:a, œ=2a', y=^b; 
yz^b'; zz=zc\ zz=.c' . 

La relation (1) établit la proposition énoncée. 

3. Trouver, au moyen des formules V (§ 3o5), le lieu des points de Vhyper» 
boloïde, d*oîi partent deux génératrices rectangulaires. 
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4. Oh considère un ellipsoïde et sur Vave OX un point fixe R (OR = a) ; 
par ce point R on fait passer deux plans tangents II, 11' dmt les traces 
1, \' sur YOZ, sont rectangulaires. Trouver le lieu décrit par le point I, 
point commnn aux droites A, A'. 

En adoptant les notations indiquées plus haut (§ 319] on trouve que les 
plans n et II' sont représentés, respectivement, par les équations 

f?(i-.^«_0*)-»-2^T+2e2zz:i-f<*-4-e' 
a^ oc 

a^ ' b c 

X 

En faisant passer les termes eu— dans les seconds membres, et en ajoutant 
les égalités ainsi écrites, après les avoir élevées au carré, ou trouve 

Cette équation représ»inte le lieu décrit par la droite RI. Le lieu demandé^ 
celui du point I lui-même, est une ellipse, homothétique à l'ellipse principale 
du plan YOZ. 



De L. Tome 111. ^'^ 
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LES PARABOLOÏDES. 



Smi. Forme des paraboloides. Les surfaces de la se- 
conde classe, qui vont nous occuper mainienauQt, peuvent, 
comme nous l'avons montré, être représentées, en axes rec- 
tangulaires, par l'équation réduite : 

--+- = 20;. 

p q 

Dans cette égalité, p ei q sont des paramètres posilifs; le 
signe + correspond à la surface que nous avons nommée 
parabololde elliptique f si l'on prend le signe — , l'équa- 
tion représente le parabololde hyperboliqui^ qu'on 
nomme aussi parabololde régulé. 

Si nous considérons d'abord la surface qui a pour équation 

- + -=ix, (p>o, q>o), 

cette quadrique est située tout entière à la droite du plan 
YOZ. Les plans parallèles à YOZ donnent, dans la surface, 
des sections elliptiques, dont les axes grandissent au delà de 
toute limite, quand le plan sécant s'éloigne à l'infini dans 
la direction OX. Les autres sections principales sont des pa- 
raboles; et l'on peut ainsi se faire une idée générale de la 
forme de la surface, forme que nous avons déjà signalée, et 
que représente la figure ci-après. 



(.ES PARABOLOIDES 

Prenons maintenant l'équation : 
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(P>o,7>o), 



les sections principales sont formées par deux paraboles, et 
la troisième, par deux droites OA et OB situées dans le plan 




Fig.4a. 

YOZ. La surface s'étend indéfiniment; de telle sorte que les 
plans parallèles aux plans YOX et ZOX donnent, constam- 
ment, des sections paraboliques ; tandis que les sections faites 




Kg. 43. 

par les plans parallèles à ZOY donnent des hyperboles. La 
figure ci-dessus rappelle la forme de cette quadrique. . . ; 
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SitO bis. 'Whéoréme. Les sections planes du paraholoïd 
elliptique sont des ellipses^ ou des paraboles. 

Le plan considéré P peut, en eflfet, suivant les cas, être, 
ou non, parallèle à Taxe OX, que nous appellerons Taxe du 
paraboloïde. 

Si P est parallèle à OX, son équation est de la forme : 

la section obtenue se projette sur le plan ZOX, ou sur le 
plan YOX, suivant une parabole ; ce qui établit que la section, 
dans rëspace, est aussi une parabole. 

Si, au contraire, P n*est pas parallèle à l'axe OX; alors son 
équation peut s'écrire : 

xzzmy + nz-^h, 

et la section considérée se projette sur le plan YOZ suivant 
une courbe ayant pour équation 

— H — =12 (my -h H-g- + A) . 
P H 

Cette égalité représente une ellipse ; les sections de la qua- 
drique, par les plans non parallèles à son axe, sont donc 
aussi des ellipses. 

En résumé, les sections planes du paraboloïde elliptique 
sont: 

Des paraboles y si le plan sécant est parallèle à l'axe; 

Des ellipses y si le plan sécant rencontre l'axo. 

891 . Théorème. Les sections planes d'un paraboloïde 
hyperbolique sont: des paraboles^ des hyperboles^ ou des 
droites. 

On voit d'abord, comme dans la paragraphe précédent, que 
toutes les sections faites dans la surface par des plans paral- 
lèles à l'axe sont des paraboles, et que celles qui sont obte- 
nues par des plans rencontrant l'axe, sont des hyperboles. 

Mais un fait particulier, que Ton doit signaler, résulte immé- 
diatement de la forme de Téquation du paraboloïde hyperbo* 
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lique ; et Ton peut observer que les plans qui correspon- 
dent à l'une ou à Tautre des équations : 

sTp s/q \Ip /<! 

coupent, quels que soient X et [a, la surface considérée sai- 
vant une droite. 

Nous appellerons plans directeurs du paraboloïde hy- 
perbolique ceux qui correspondent aux équatix)ns 

y z y , z 

— . —H — -zz o . 



OU des plans parallèles à ceux-ci. Tous ces plans coupent le 
paraboloïde suivant une seule droite, à distance finie. 

Ainsi, les sections planes du paraboloïde hyperbolique 
sont : 

Des paraboles, lorsque la section est faite par des plans 
parallèles à Taxe ; 

Des hyperboles, si le plan considéré coupe Taxe ; 

Des droites, si la section est faite par certains plans 
particuliers ; par exemple : par les plans parallèles à Vun 
des plans directeurs, ou, plus généralement, par les plans 
tangents à la surface, comme nous allons le montrer. 

399. Plan tangent. Lorsque Téquation d'une surface 
est 

(P) Ay-hAV = 2a?, 

le plan tangent au point {x',y',z') est représenté par Téqua- 
tion 

K'yy'-hM'zz' =x + x'. 
En observant que 

2x' = Ay+-AV, 
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on peut écrire Téquation du plan langent sous la forme 

. (T,) k'yy' + M'zz' ^x= ^'^'* "^ ^"^'^^ 

égalité qui ne renferme plus que deux paramètres arbitraires 
y' et z' ; Tordonnée et la cote du point de contact. 

S9f9 bis. Plan tan^^ent parallèle A un plan donné. 

En identifiant réquation précédente avec celle-ci: 



a^ + Py -+- ï^ ■+- ^ = o » 



on a 



-ê=Ay, -Ï = AV. et -^=éVl±AV:. 
a a oc 2 



et, par suite, 



_)«-^*-^"^ 
->^«-^+^. 



L'équation générale des plans tangents au paraboloïde est 
donc 

(T.) o.-^p,-Kr. = ^^(f + X). 

393. Section du paraboloide par le plantang^nÉ. 

Si Ton considère les deux équations simultanées : 

(i) Ay-4-AV — 2ip = o, 

(2) ^k'yy' -h ^k"zz' — 2ir — A'y" — kl'z' = <» , 

on en déduit 

(3) K!{y-yy + K!'{z--zy = o. 

Si A'A"est positif, cette équation admet une solution unique 
yz=.y\z = 2' ;et Féquation (1) donne pour x une seule 
valeur 

Ay' + AV 
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c'est-à-dire j?'. Ainsiy dans les paraboloîdes elliptiques le plan 
tangent n'a qu'un point commun réel avec la surface. 

Au contraire, si Ton a A' A'' < o, réqualion (3) se décom- 
pose et se trouve vérifiée par les solutions réelles de Tune 
ou de l'autre des équations : 



En combinant successivement ces équations avec Tégalité 
(2), on voit que le plan tangent au paraboloîde hyperbolique 
coupe la surface suivant deux droites. 

3941. Plans cycliques du paraboloîde elliptique. 

Conformément à la méthode générale qui permet de déter- 
miner les plans cycliques, nous devons exprimer que la forme 
quadratique : 

p q 

est réductible à une somme de deux carrés. Abstraction faite 
de la solution évidente X = 0, nous avons pour X deux autres 

valeurs : -, et-. 
p q 

En supposant p> q, les plans cycliques réels correspon- 
dent aux équations : ] 



z-^zxy — - — , et z^ — xy • 

y p—q y P—Q 

On voit donc que les plans cycliques du paraboloîde ellip- 
tique passent par Vaxe OY, droite qui est perpendiculaire à 
celle des deux sections principales paraboliques qui a le plus 
petit paramètre, 

ailS&. Plans diamétraux. Les plans diamétraux de la 
surface (P) sont représentés par Téquation 
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a, 6, Y> élant les coordonnées du point directeur de la droite 
qu'on suppose parallèle aux cordes considérées. On obser- 
vera que le plan qui correspond à Téquation précédente 
quels que soient a, 6, y, est parallèle à Taxe du paraboloïde. 
Ainsi : Dans les paraboloïdes^ tous les plans diamétraux sont 
parallèles à Vaxe de la surface. 

396. Diamètre. Au plan qui a pour équation 

Ix + my -{- w-y = , 

correspond un diamètre conjugué A, représenté par les équa- 
tions 

k'y _ k"z _ — i 
m w "" / 

On voit donc que A est parallèle à OX et Ton peut dire que 
tou>s les diamètres des paraboloïdes sont parallèles à l'axe 
delà surface. 

On remarquera qu'un diamètre quelconque rencontre la 
surface en un point seulement, à distance finie. Ce fait géo- 
métrique caractérise les diamètres, parce que toute droite 
parallèle à OX (y = X, 2: = ix) peut être considérée comme 
le diamètre des plans parallèles au plan qui correspond à 
réquation 

X =z A'Xy + A'V^^ . 

399. Plan de Aionse. Théorème. Le lieu des sommets 
des angles trièdrestrirectangles quisont circonscrits à unpara- 
boloîde, est un plan perpendiculaire à Vaxe de la surface. 

Soient ajo, y©» ^o, les coordonnées d'un point du lieu; 
réquation 

( 1 ) {k'y' + A V - ^x) {k'y: + A V - 20^0) 
= { A'yyo + k"zZo — iT — iCo)* , 

représente le cône circonscrit au paraboloïde, cône ayant pour 
sommet le point considéré. En appliquant à celte équation 
la relation connue (§ 248}, relation qui exprime que la sur- 
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face (i) est capable d'un trièdre trirectangle circonscrit, 
on a : 

A'A'' (AV— 2a?o) (AVo"— ^oco) — A' (A V— 2^0) 
■^ A' (AV- 2X0) - A'^A'V^o'- A'V- A''V = o . 

On voit disparaître le terme A'*A"Vo'^o* ; et, en mettant en 
évidence le facteur A'2/0* -I- M'Zo*—ix^, lequel s'introduit 
nécessairement dans le résultat, pour des raisons déjà don- 
nées (§ 266), on a, finalement, 

(A'2/o* + A"^o* - 2a?o) {2xji!h!' -4- A' -f A") = . 

Le lieu cherché est donc constitué par tous les points du 
plan qui correspond à Téqualion 

2A'A" 22 

398. Génératrices rectilig^nes du parabeloide 
hyperbolique. L*équation de cette surface peut s'écrire 
sous la forme : 

2.0? y z ^ 

t désignant la valeur commune de ces deux rapports. Si l'on 
considère la droite g qui correspond aux équations 

^H — itx\ 

\s[p y/ql 

toute solution de ces équations vérifie aussi, quel que soit l, Va 
combinaison obtenue en les multipliant, membre à membre. 
La droite g est donc située tout entière sur le paraboloïde 
hyperbolique considéré. 
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Celte remarque s'applique à la droite g' qui est représentée 
par les équations : 

y ^ A ' 



( Mv^'^v/J"' 



1 . 



S!99. Propriétés des génératrices. Les équations pre- 
cédentes permettent de vérifier très facilement, et par des 
calculs tout semblables à ceux que nous avons faits, quand 
nous avons étudié les génératrices de Thyperboloïde à une 
nappe, les propriétés suivantes que nous nous bornons à 
énoncer. 

1® Par un point du paraholoïde hyperbolique passe une géné- 
ratrice de chacun des deux systèmes ; mais il ne passe aucune 
autre droite située tout entière sur la surface, 

2** Deux génératrices du même système ne sont jamais dans 
un même plan ; mais deu^ génératrices appartenant à des 
systèmes différents sont toujours situées dans le m^me 
plan. 

3* Par un point M , pris sur l'une des paraboles principales 
P, passent une droite (g) et une droite (g'); ces deuœ droites 
ont pour bissectrices : la tangente àP, et la normale au plan 
principal, au point considéré M. 

4° Les droites {g) sont parallèles à l'un des plans direc- 
teurs ; les droites [g') sont parallèles au second plan directeur. 

5** Deux génératrices (g) sont partagées par trois généra- 
trices {g') en segments qui [sont proportionnels. 

Cette dernière propriété est une conséquence géométrique 
de la précédente : elle prouve que les points d'intersection 
d'une génératrice mobile avec deux génératrices fixes, décri- 
vent sur celles-ci deux divisions homographiques qui corres- 
pondent à réquation 

« et V désignant les longueurs des segments variables. 
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330. Théorème. Le lieu des points y par lesquels passent 
deux génératrices rectangulaires du par aholoïde hyperbolique, 
est Vhyperholey intersection de la surface et du plan de 
Monge. 

Menons, par l'origine, des droites y, y', paraUèles aux 
génératrices g et g'. Les équations de ces parallèles sont 

y z X 

Les droites y» y' sont rectangulaires si nous avons 

1 

D'autre pari, les équations {g) et [g'), donnent, par combi- 
naison, 



<e 



(21-1) = .. 



Les points cherchés appartiennent donc à la surface qui 
correspond àréquatîon 

y* z' 
p q 

De plus, ils sont situés sur le paraboloïde, et nous avons 

2 ZIZ2X: 

P Q 

ainsi, les points considérés sont situés sur la surface et sur 
le. plan de Monge, plan qui a pour équation (§ 327). 

q — P ' 
0? = . 
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Cette démonslration établit : non seulement que tous les 
• points cherchés sont situés sur l'hyperbole que nous venons 
de signaler, mais encore que, réctproquementyXoMS les points 
de celte hyperbole font partie du lieu. 

331 . Remarque. Par un point M pris sur le paraboloïde 
hyperbolique passent trois droites remarquables ; i" les deux 
génératrices ; a*» le diamètre du point M. 

En prenant cette dernière droite pour axe des x, et les géné- 
ratrices pour axes des y et des z, il est facile de reconnaître 
que réquation de la surface prend la forme remarquable 

(i) yz=iax. 

*En effet, dans ce système d'axes, la section par le plan YOZ 
(x zz o) étant formée des axes OY, OZ, l'équation est certaine- 
ment de la forme 

yzz=Lx{mx 4- ny +pz -\- a) . 

Les plans YOX, ZOX, sont des plans directeurs ; ils coupent 
donc la surface, chacun suivant une droite. Ainsi, pour 
z=o, la seclion qu'on obtient et qui a pour équation 

X {mx -j- ny H- fl) = o , 

doit se réduire à a? = o ; on a donc m =: o, n = o. On voit de 
même que p est nul ; et, finalement, la surface est représentée 
par l'égalité (i). 



EXERCICES 

i . Que représente réquation 

[ax H- 6y + cz) [a'x ■+- b'y -f c'z) = a"x -f b"y + o"z 

Dans cette question, comme dans tous les exercices analogues, on doit 
distinguer deux cas, suivant que les formes linéaires qui entrent d&ns 
l'équation sont, ou non, indépendantes. 



•^ 
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2. Étant donnée l'équation générale 

f{XyyyZ,l) — o, 

qui est supposée représenter un parafjoloïdef trouver les équations de l'axe. 
L'équation en S a une raciae nulle; soient a, 6, y, les cosinus directeurs 
du plan principal qui correspond à cette racine nulle ; ces cosinus se dé- 
terminent au moyen des égalités 

B''a + A'6-f.BY=o, 
B'a-f-B6-f-A''Y = ". 
On en déduit 

a 6 Y 



AB— B'B" A'B' — BB' A"B" — BB' 

Le diamètre conjugué correspondant (l'axe demandé, par conséquent), 
a pour équations : 

^ f I — - / ' — — /^ ' 
a 6 Y 

ou, 

/;(AB— B'B'O = f^' ( A'B' - BB'O = fj {k"W — BB') . 

Ces équations sont en défaut quand on suppose, en même temps, B' = o, 
et fi^ = o. Mais Tindétermination qui se présente ici n'est qu'apparente. 
Dans ce cas, les équations (\) s'écrivent 

Aaro, A'6-»-By = o, B6h-A''y = o. 

On a donc 

» ^ Y 

a=o, et rB=r' 

Les équations de l'axe sont alors 

3. Trouver le lieu décrit par les normales menées aux paraboloïdes 
tout le long d'une génératrice fixe et donnée G • 
On pourra prendre les axes de coordonnées rectangulaires suivants. 
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lo Pour origine, le poiut M ou G reucontre une des paraboles princi* 
pales P ; 

29 Pour axe OX. la tangente à P au point M ; pour axe OY, la normale 

30 Pour axe OZ, une normale au plan P. 

Dans ce système d'axes, l'équation de la surface s'écrit sous la forme 

z* zz (nix + AyY •+• 2^y . 
En considérant la génératrice 

(y = o , zz=z mx) , 
le lieu est un parabololde hyperbolique ayant pour équation 

m{x + mz) I A [mx — z) — y (1 -hm')| =^ (1 H- m')(z— mx). 

4. On considère sur le parabololde hyperboligue deux génératrices fixes 
OA, OA'; sur ces droites on prend deux points mobiles B, B' tels que 
OB-f-OB' soit constant. 

.Cela poséf par le point B pa^se une seconde génératrice y, et par le point B, 
une génératrice y', autre que OA'; css droites y, y', se coupent en un point I, 
dont on demande le lieu géométrique. 

En prenant les axes indiqués dans l'exercice précédent, on observera 
que les droites OB, OB' étant également inclinées sur OX et OX', la somme 
de leurs projections sur XX' est constante. Les abcisses Xot Xo^des points 
B et B', Yérifient donc l'égalité 

Xq "~~ A. .— Jv • 

Ou considère ensuite les plans tangents aux points B et B' et Ton trouve 
finalement, que le lieu cherché est une parabole située sur la surface oL 
dans le plan qui a pour équation 

2 ir — Km . 
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GÉNÉRATION DES QUADRIQUES 



Nous nous proposons d'indiquer maintenant quelques-unes 
des générations les plus remarquables des quadriques ; et 
pour nous borner, dans un sujet très étendu, nous nous 
occuperons seulement de Thyperboloïde à une nappe et du 
paraboloïde hyperbolique, surfaces qui, d'ailleurs, donnent 
lieu aux cas les plus intéressants que comporte cette étude. 



GÉNÉRATIONS DE L'HYPERBOLOÎDE A UNE NAPPE 



389. Théorème. Lorsqu'une droite mobile rencontre 
constamment trois droites fixes, non parallèles à un même 
plan, elle engendre un hyperboloide à une nappe. 

Soient AB, CD, EF les trois droites proposées et MNP une 
droite qui les rencontre, respectivement, aux points M, N, P. 
Par AB, on peut mener un plan parallèle à CD, et un autre 
plan parallèle à EF; ces deux plans ne se confondent pas, si, 
comme nous Tavons supposé, les trois droites AB, CD, EF, 
ne sont pas parallèles à un même plan. 

En répétant cette construction pour CD et pour EF, on dé- 
termine un parallélipipède * ; nous prendrons le centre de ce 



1. Ce parallélipidède a été imaginé parBiaet(/. de l'Ecole Polytechnique ; 
16* cahier). 



3o2 
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parallélipipede, pour origine des axes ; ceux-ci étant d'ailleurs 
parallèles aux arêtes du parallélipipede, arêtes dont nous 
désignerons les longueurs par 2 a, 2 6, 2 c. 




Fig. 44. 



Dans ces conditions, les équations des droites proposées 
sont : 



EF 






AB 



y = -à, 



t z = c; 



CD 



z n: — c, 



La droite MNP, qui s'appuie constamment sur EF et sur AB, 
peut être représentée par les équations : 

(1) a:-ha + X(y — 6)=:o, 

(2) y + b+\f.{z^c)zz:o. 

Écrivons maintenant que ces équations sont vérifiées par 
2r= — c, et a? m a, de façon à exprimer que la génératrice 
MNP rencontre la droite CD. 

Nous avons donc 

2a + X (y — 6) = o , y 4- 6 — 2j;^ = o ; 

et, par suite, en éliminant y, 

(3) X[JL c — a6 -f a n: o , 
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L'équalion de la surface engendrée par MNP s'obtiendra 
en éliminant X et jx entre (i), (2), et (3). Le résultat est :. 

(H) a (y—b) (2— c) + 6 (j? -f- a) {z— c) + c {x+a^y-^-b) =z 0, 

ou, en développant et en réduisant, 

ayz -f" bzx -{- cxy + ahc — o . 

Cette relation remarquable peut encore s'écriro 

bc ca ab 

Ainsi, le lieu est une surface du second degré, ayant un 
centre et des génératrices rectilignes non concourantes; 
l'hyperboloïde à une nappe est la seule quadrique qui jouisse 
de ces propriétés. 

333. Remarque. La forme (H) met en évidence six 
droites situées sur la surface, savoir: 1° les Irois droites 
proposées AB, CD, EF; chose qu'on devait prévoir à priori^ 
puisque la génératrice mobile s'appuie sur elles constam- 
ment; 2° les droites BF, DE, AC. 

En effet, en coupant la surface (H) par le plan AB D'F (;s = c), 
on trouve 

yrr — 6, ou x:=. — a; 

les droites BA et BF sont donc situées tout entières sur la 
surface. 

3341. Théorème. Lorsqu'une droite ynobile A engendre 
un hyperboloïde à une nappe H^ ; si Von considère deux gé- 
nératrices quelconques^ fixes et de systèmes différents sur cette 
surface, A décrit sur ces droites deux divisions qui sont 
homographiques. 

Soient fig. (44) AB,^ EF, les deux génératrices fixes consi- 
dérées, MP la génératrice mobile, et BF une position parti- 
culière de MP. Il existe sur H^ une droite parallèle à BF et 
qui appartient au même système que les droites AB et EF; 

De L. Tome MU ^ 
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soit CD celte parallèle, droite qui rencontre nécessairement 
MP, en un certain point N, puisque CD est d'un système 
différent de celui auquel appartient EF et que MP est du 
même système que BF. 

Si nous considérons maintenant les trois droites AB, CD, EF, 
on peut dire que H, est engendrée par le mouvement d'une 
droite s'appuyant sur ces trois droites fixes, et nous allons 
considérer le parallélipipède qui leur correspond et que nous 
avons défini dans le paragraphe précédent. 

La droite MF rencontre AD' en N'; NN' représente une 
droite évidemment parallèle à EF et dont la longueur est 
égale à 2 c. 

Les triangles semblables MNN', MFP, d'une part; MBF, 
M AN', d'autre part; donnent 

NN_'_MN_' MN'_MA, 

FP""MF ^ MF~MB' 

d'où, 

NN'_MA 
FP ~ MB * 

Si nous posons 

FP = i^, BMizy, 

m 

la relation précédente devient 

2C V — 2a 

u V 

ou 

uv — 2au — 2CV zr o . 

C'est une relation homograpliique; elle admet la solution 
î* rzo, î^zzo, parce que les points origines B, F, des deux 
divisions considérées, sont choisis de telle sorte que la droite 
qui les joint soit une des positions particulières de la droite 
mobile MP. 



GÉNÉRATION DES QUADRIQUES 355 

33S. Théorème. Lorsqu'une droite mobile ùi joint cons- 
tamment les points correspondants de deux divisions homo- 
graphiques situées sur deux droites non placées dans le même 
plan; A engendre, généralement, un hyperboloïde à une nappe. 

Cette proposition, qui est la réciproque de celle que nous 
venons de démontrer, résulte très simplement des considéra- 
tions précédentes. 

Reportons-nous encore à la figure (44), et soient AB et 
EF les deux droites fixes proposées. Une équation homo- 
graphique entre deux variables u, u, étant de la forme 

aw + gi* -j- yv 4- = , 

Si nous prenons pour origines des divisions deux points E F, 
auxquels correspondent une solution de celte équation, la 
constante S disparaîtra et Téquation homographique sera, 
après ce changement des origines, 

C'est ici qu'il convient de distinguer deux cas. 

Dans le cas général, a n'est pas nul; c'est ce que nous 
supposerons d'abord, nous réservant d'examiner plus loin 
(§346) l'autre hypothèse. 

Ainsi, en supposant a;zfo, l'équation précédente peut 
s'écrire 









(A) 


wy — 


2au 


— 2CV 


— 


«, 


après 


avoir 


posé 


















i 


— 2a 


3' 

— — > 
a 




— 26* 




a 



Si nous prenons BA rz 2a, EF = 2c, et si nous cons- 
truisons le parallélipipède dont les arêtes sont EF, FB, etBA, 
nous pourrons chercher la surface engendrée par une droite 
A s'appuyant sur les trois droites fixes AB, CD, EF. Chacune 
des génératrices de cette surface détermine sur AB et sur EF 
deux points qui, d'après ce que nous avons montré au para- 
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graphe précédent, décrivent deux divisions homographiques 
donnant lieu, précisément, à Téquation (A). 

Concluons donc que la droite A, décrit un hyperboloïde à 
une nappe. 

88G. Remarque. Il faut bien noter, en appliquant ce 
théorème, et nous avons insisté tout à l'heure sur ce point, 
que l'équation homographique proposée doit renfermer le 
terme en uv. Lorsque l'équation donnée ne contient pas ce 
terme, nous montrerons tout à l'heure que la surface en- 
gendrée est alors un paraboloïde hyperbolique. 

339 . Théorème. Quatre génératrices d'un même système, 
rencontrent deux génératrices de systèmes différents , en deuœ 
couples de quatre points qui ont le même r^apport ankarmo- 
nique. 

Si nous prenons un point M, arbitrairement d'ailleurs, sur 
la quadrique, les plans Maa', M66', My/, M88', se coupent 




Fig. 45. 

suivant une même droite, cette droite étant celle des deux 
génératrices qui, passant par M, est d'un système différent 
de celui auquel appartiennent les génératrices aa', 66', yy'i 88'. 
Il résulte de là que deux génératrices A, A' rencontrent celles- 
ci en quatre points qui peuvent être considérés comme appar- 
tenant à ces droites et à quatre plans passant par une droite 
commune. Les points (a, 6, y, 8), (a', 6', y'y 8'), ont donc, 



GÉNÉRATION DES QUADRIQUES 857 

par une propriété élémentaire connue, le même rapport 
anharmonique. 

338. Théorème. Étant données deux droites fixes kj k!\ 
(a, 6, y), (a', 6', y')i désignant des points fixes pris, respecti- 
vement y sur ces droites; si une droite mobile IV rencontre 
constamment deu^x droites fixes A, ÈJ de telle sorte que le 
rapport anharmonique {ol, 6, y, 8) soit toujours égal à celui 
des points (a', 6', y', ^') ; lo^ droite î l' engendre, généralement, 
un hyperholoïde à une nappe. 

Soit, 

aY = fl, a5 — w; OL'^z=.a', a'$'=:i'; 

régalité 

(a, 6, Y, S) = («',6', y', 3% 

écrite sous la forme explicite, nous donne 







6a 6'«' 






6y 6'y' 
Sa S'a' 






Sv S'y' 


En posant 




6a 6'a' 
6-,-6'y' *' 


nous avons 






* 


k 


V u 




V — o' u — a ' 



ou, 

uv{k — i)z=, — a'u + akv . 

Les points 5, 5', décrivent donc sur A et A' deux divisions 
homographiques et nous avons montré (§ 335), que, dans 
celte hypothèse, 88' engendrait un hyperholoïde à une nappe. 

Nous nous supposons placés, bien entendu, dans le cas 
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général ; les points fixes (a, 6, y), (a', 6', y), étant quelconques. 
Si fe=i, la conclusion précédente n'est plus exacte et nous 
allons montrer tout à l'heure (§ 345 et 346) que, dans ce cas 
particulier, la surface engendrée est un paraboloïde hyper- 
bolique. 

389. Remarque. Quatre droites prises au hasard, dans 
l'espace, ne sont pas situées, en général, sur le même hyper- 
boloïde à une nappe. En effet, si Ton imagine les trois pre- 
mières, il existe une hyperboloïde à une nappe passant par 
ces trois droites ; la quatrième droite rencontre cette surface 
en deux points, mais en général, n'est pas située sur elle. Le 
fait que quatre droites d'une figure géométrique de l'espace 
appartiennent au même hyperboloïde à une nappe, constitue 
donc une propriété de cette figure. Voici deux exemples remar- 
quables de l'observation précédente. 

340. Théorème. Les quatre hauteurs d'untétraèdre sont 
les génératrices d'un hyperboloïde à une nappe. 
Soit AA' la hauteur qui correspond au point A ; par les 

arêtes AB, AC, AD, faisons passer des 
plans perpendiculaires, respectivement, 
sur les faces CAD, BAD, BAC. Nous savons 
que ces trois plans passent par une même 
droite Aa- 

Cette remarque étant faite, observons 
que la perpendiculaire abaissée de B sur 
CAD est située nécessairement dans le 
plan BAa ; elle rencontre donc Aa ; et comme la perpendicu- 
laire AA' abaissée sur la faceBCD rencontre visiblement Aa, 
on peut dire que les quatre hauteurs du tétraèdre rencon- 
trent la droite Aa. 

Si nous concevons maintenant les droites analogues à Aa, 
les droites B6 et Cy, nous pouvons imaginer un hyperboloïde 
à une nappe passant par les trois droites Aa, B6, Cy ; les 
quatre hauteurs du tétraèdre rencontrant ces trois droites sont 
donc quatre génératrices de cette quadrique. 




Fig"46. 
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La propriété énoncée se trouve ainsi établie ; elle est due à 
Joachimsthal, 

341. Théorème. On sait que des forces appliquées à un 
corps solide, peuvent , d''une infinité de façons, être réduites à 
deux ; si Von considère deux réductions, les quatre forces cor- 
respondantes appartiennent à un même hyperboloïde à une 
nappe. (Ghasles.) 

Soient : U, V, le système correspondant à la première réduc- 
tion ; U', V, celui qui a été obtenu par la seconde. Considé- 
rons maintenant deux forces U^', V, égales et contraires aux 
forces U et V. Le corps solide proposé est en équilibre sous 
l'action des quatre forces U, V, U'', V'; ou, si Ton préfère, sous 
Faction des forces données, et sous celle de U" et deV". 




Fig. 47. 



Remplaçons maintenant les forces données par les forces 
U', V et nous pourrons dire encore que les forces U^ V" , 
U', V, laissent le corps en équilibre. 

Imaginons alors une droite A rencontrant les trois droites 
U, U', V, chose possible ; et supposons qu'elle soit rendue 
fixe, ce qui, évidemment, ne détruit pas l'équilibre dont nous 
venons de parler. Si A ne rencontrait pas V, les trois forces 
U, U', V, étant détruites par la fixité donnée à A, nous pour- 
rions considérer le corps comme soumis à l'action de la seule 
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force V ; il y aurait donc, nécessairement, rotation de ce corps 
autour de A. Ainsi A rencontre V, et en prenant deux autres 
droites A', A'^, analogues à A, nous reconnaissons ainsi que 
les quatre forces U, V ; U', V ; rencontrent les trois droites 
A, A', A"; elles appartiennent donc au même hyperboloïde 
à une nappe. 



GÉNÉRATIONS DU PARABOLOÎDE HYPERBOLIQUE 

349. Théorénke. La sur face engendrée par une droite G, 
s'appuyant constamment sur trois droites fixes A, A', A", 
parallèles à un même plan P, est une paraboloîde hyperbolique. 

Prenons A pour axe OX ; une position particulière de G, 
pour axe OZ ; et une parallèle à A' pour axe OY. 




Fig. 48. 

Dans ces conditions, les équations des droites données 
peuvent s'écrire : 

wi:=:; (^')i:=;; «^M-r 

D'après une remarque déjà faite (p. 352), les équations 
de la droite G peuvent se représenter par les égalités : 

y:=:\z, z — hz:z[KX , 
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La droite L" rencontrant G, on a la condition 
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et le lieu décrit par G est la surface qui correspond à l'équa- 
tion 

m {h* — h)xz — h'y {z — A) = o . 

Cette égalité représente une surface du second ordre; et, 
en prenant les dérivées partielles par rapport à a: et par 
rapport à y, on trouve les deux équations 

m (A' — A) ^ = o , A' (2: — A) = , 

qui sont visiblement incompatibles, A et A' étant différents de 
zéro. 

En résumé, la quadrique trouvée admet des génératrices 
rectilignes non parallèles et n'a pas de centre ; le paraboloïde 
hyperbolique est la seule surface du second ordre qui rem- 
plisse ces deux conditions, 

843. Théorème. Lorsqu'une droite G s'appuie constam- 
ment sur deux droites fixes ii, A', en restant parallèle à unplan 
fixe P, elle engendre un paraboloïde hyperbolique. 

Cet énoncé sous-entend qu'aucune des droites A, d' n'est 




Fig- 49- 

parallèle au plan donné P; soient A et A' les points communs 
àPet àces droites.PrenonsAA'pouraxe des a;; le point 0, milieu 
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de AA.', pour origine ; par ce point 0, menons aussi 08 et 
05' parallèles, respectivement, à A et à A' Le plan 50B' 
coupe P suivant une (Jroile que nous adoptons pour axe 
OY. Enfin si nous considérons, dans le plan 808', une droite 
MM' parallèle à OY ; nous prendrons pour axe OZ la droite 
qui joint le point au milieu de MM'. En d'autres termes, 
OZest la droite conjuguée harmonique de OYpar rapport au 
faisceau 03, 08'. 

Dans ce système d'axes, les équations des droites A, A', en 
posant OA. — OA' z: a, sont : 

(A) ! ^^^' (A') i ^=-^' 

Les équations de (G) sont donc 
y — mz -j-X(a? — a)i=o, î/ + ^^ + [x (a? -f- a) = o . 

Il nous reste à exprimer que G est parallèle au plan XOY. 
Or, en faisant z zz o dans les équations précédentes, on a 

y + X (iT — a) = , 2/ + [JL (d? -f- a) = , 

et le point d'intersection de G et de P sera rejeté à l'infini, 
si Ton suppose 

Le lieu d'écrit par G est donc la surface qui correspond à 
l'équation 

(y — mz) (iT -f- «) = (y -h m^) {x — a). 

Cette égalité, simplifiée, s'écrit 

mzx :=ay . 

On vérifie que la quadrique correspondante : i° n'a pas de 
centre à distance finie ; 2° admet des génératrices rectilignes 
non parallèles ; cette quadrique est donc un paraboloïde 
hyperbolique. 
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844. Th^réme. La surface engendrée par une droite (1, 
rencontrant constamment deux droites fixes A, A', et également 
inclinée sur celles-ci, est une paraboloïde hyperbolique. 

Prenons, quelque part, un point o ; et, par ce point, menons 
des droites og, o5, o3', respectivement parallèles à G, a A, et 
A'. La droite og est inclinée d'angles égaux sur o5 et sur o3' ; 
elle se projette donc sur le plan 8^5' suivant une droite oM 





Fig. 5o. 

qui, pour des raisons évidentes, est la bissectrice de l'angle 
coS'. Le plan goU a donc une position bien déterminée, 
quelle que soit la droite G considérée ; on peut donc envisager 
celle-ci comme une droite mobile, s'appuyant constamment 
sur deux droites fixes, en restant parallèles au plan fixe goU ; 
et il a été reconnu (§ 343) qu'une pareille droite engendrait un 
paraboloïde hyperbolique. 

34&« Théorème. Lorsqu'une droite M'N', rencontre cons- 
tamment les côtés opposés d'un quadrilatère gatùche MNM^'N 
et partage ceux-ci dans le même rapport y cette droite engendre 
un paraboloïde hyperbolique. 

Lorsque deux droites AB, CD, sont partagées aux points 
M, M', M''; N, N', N''; en parties proportionnelles, on sait 
que l'on peut mener par les droites MN, M'N', M''N% trois 
plans parallèles. Imaginons un plan P parallèle à ceux-ci : 
on peut dire alors que ces droites s'appuient sur AB et sur 
CD, en restant parallèles à P. Elles sont donc, en définitive, 
trois génératrices d'un paraboloïde hyperbolique, engendré 
par une droite M'N' rencontrant constamment AB, CD, en res- 
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tant parallèle à un plan fixe, celui-ci étant déterminé, quant 
à sa direction, par la condition d'être parallèle aux deux 
droites données MN, M"N". 




341G. Remarque. On peut énoncer la propriété précédente 
dans une forme différente en disant : lorsqu'une droite mo- 
bile WN' s'appuie constamment sur deux droites fixes, si les 
points communs décrivent sur ces droites deux divisions 
homographiques correspondant à Véquation 

(i) aw4- 6î? + Yi=ro, 

M'N' engendre un paraboloîde hyperbolique. 

Soit M^N" une position particulière de la génératrice M'N', 
réquation homographique (i) devant être vérifiée pour w=:o, 
V zz 0, la constante y est nulle, et réqua'ion se réduit à : 

Celle-ci admet la solution évidente 

uzz. — 6, D=:a. 

Prenons 
comme nous avons, d'ailleurs. 
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I 

nous voyons donc que 

UW ■" NN" * 

Ainsi lescôtés opposés du quadrilatère gaucheMNM^N" sont 
partagés par la droite mobile M'N' dans le même rapport et 
nous avons vu que, dans cette hypothèse, M'N' engendrait 
un paraboloïde hyperbolique. 

Cette proposition est la réciproque de la propriété 5, du 
paragraphe 329. 

3^11. Théorème. Les tangentes menées, parallèlement à 
un plan P, à une surface réglée, en tous les points d'une 
génératrice A, engendrent un paraboloïde hyperbolique. 

Soit A' une génératrice voisine de A ; prenons sur A un 
point A et considérons la droite G qui : impasse par ce point, 




Fig. 53. 

2«est parallèle à P, et 3° s'appuie sur A'. Toutes ces droites G 
qui correspondent aux différents points de A appartiennent 
au même paraboloïde hyperbolique. Si nous supposons main- 
tenant que A' soit mobile et viennne coïncider avec A, la 
droite AA' a pour position limite celle d'une tangente à la 
surface considérée ; la proposition énoncée, se trouve donc 
établie. 



EXERCICES 

f . Trouver le lieu des points qui sont à égale distance de deux droites 
données dans l'espace. 

Les axes de coordouoées étaut ceux qui correspomlent aux deux droites 

proposées, conformément à la règle donnée (Exe, 6 ; p. 70), on trouve que 

le lieu est représenté par Téquation 

mxy -{- h(m* -\- i);2; = o . 

Le lieu cherché est un paraboloïde hyperbolique. 

On peut généraliser cette question, en cherchant le lieu des points M tels 
que le rapport de ses distances à deux droites fixes données soit constant. 
(Examens oraux, 1884.) Ou discutera Téquation de la quadrique trouvée 
(qui n'est jamais un ellipsoïde) au[moyen deTéquatiouen S, paria méthode 
développée dans la leçon .suivante. 

12. On considère une ellipse E ayant pour axes 2a et 26, une droite A 
tangente à cette ellipse et un des foyers F ; puis on suppose que^ à chaque 
instant^ on fasse tourner l'ellipse autour de A comme charnière, d'un angle 
ç. Le point F vient occuper dans Vespace une position f ; trouver le lieu 
décrit par f, (Reynaud et Duhamel.) 

Ce lieu est, eu général, une quartique gauche située sur un cylindre para, 
bolique. L'origine étaut au point F, Taxe focal étant pris pour axe des x 
et les axes étaut rectangulaires, le lieu est représenté par Tensemble des 
solutions communes aux deux équations : 

a;*-l-y*=:inV, 
X -\-y 1 ex = b 



3 . Démontrer que le lieu des points tels que la somine des carrés de leur 
distances à n plans fixes soit constante, est un ellipsoide. 

4. On considère des axes rectangulaires et sur OX, deux points fixes 
A, A', (OA = OA' =«) ; soit U une conique mobile, ayant ces points pour 
sommets et rencontrant constamment une droite A représentée par les équa- 
tions: {z =: h, X = wy + na). Trouvé le lieu décrit par la conique {]. 
(Examens oraux, 1876.) 

On remarqura que la projection de U sur YOX est une conique ayant 
pour axe AA' et dont l'autre axe est dirigé suivant OY. En s'appuyaut sur 
cette remarque, on arrive très simplement à Téquation : 



X* / y 
-, — ( m - 

a \ a 



^'\ z 



"h}-^h'=' 



On cherchera les génératrices, les plans principaux, les pJans cycliques et 
l'ellipse <fe gorge de cet hyperboloïde, dont l'un des axes est égal àa. 
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DISCUSSION DES SURFACES 



3^S. Le problème que nous allons résoudre dans cette 
dernière leçon peut se définir ainsi : étant donnée une équa- 
tion du second degré à trois variables, trouver quelle est la 
nature^ ou Vespèce, de la quadrique qui lui correspond. 

Il existe bien des méthodes pour répondre au problème 
que nous venons de nous poser; mais, parmi elles, il y en a 
deux qui nous paraissent devoir être tout particulièrement 
distinguées; Tune, la méthode par la décomposition en 
carrés, à cause de la grande facilité que présente son appli- 
cation; l'autre, plus difficile, plus longue, mais conduisant 
plus loin que la précédente et pénétrant plus profondément 
dans la question. Cette seconde méthode qui permet, dans 
un grand nombre de cas, de donner les dimensions mêmes 
de la surface, est dite méthode par V équation en S. 

Pour bien marquer Timportance qui s'attache à ces deux 
méthodes, nous les nommerons méthodes g^énérales , et 
nous appellerons méthodes auxiliaires celles que nous 
exposerons plus loin, méthodes ordinairement moins pra- 
tiques, mais qu'il faut connaître parce qu'elles s'appliquent 
très heureusement à certains exemples particuliers. 

349. Première méthode g^énéraie. (Décomposition en 
carrés,) L'idée de cette méthode, dont le principe est dû à 
Plûcker, a déjà été donnée (Leç. 11). Nous résumerons en 
quelques mots la marche qu'il faut suivre quand on veut 
appliquer ce genre de discussion. 
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L'équation de la surface étant . 

f représente une forme quadratique des lettres [x, y, z, t) et, 
danff'cette expression, la forme ? ne peut pas être identique- 
ment nulle. On pourra donc appliquer à f les procédés de 
calcul que nous avons indiqués en algèbre pour décomposer 
en carrés les formes quadratiques, mais en observant que la 
lettre t n'est pas choisie comme lettre ordonnatrice, chose 
possible, puisque, encore une fois, ? n'est pas identiquement 
nul. 

La méthode de décomposition en carrés, que nous avons 
nommée {Alg., § 342) méthode par réduction, conduit ainsi, 
pour fj à une certaine forme algébrique ; et, de cette forme, 
en appliquant les résultats déjà signalés (Leç. 11), on déduit 
le genre et l'espèce de quadrique qui correspond à l'équation 
proposée. 

350. Deuiiièmc méthode g^énérale. {Méthode par Vé- 
quation en S.) L*équalion en S, comme nous l'avons vu 
(§ *90> n'a Jamais ses trois racines nulles; mais elle peut, 
suivant les cas, avoir ses trois racines différentes de zéro, ou 
posséder soit une racine nulle, soit deux racines nulles. 

De là trois cas que nous distinguerons : 

i^ L'équation en S n'a aucune racine nulle. En désignant 
par S', S", S"', les trois racines de l'équation en S, on sait 
que l'équation de la surface peut se mettre sous la forme 

(A) SV + sy + SV+^no. 
On imagine alors le tableau suivant ; 

, », A" 

L'équation en S ayant ses racines réelles, un des corol- 
laires du théorème de*Descartes(i4/^., § 485) nous apprend 
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que le nombre des racines positives de cette équation est 
précisément égal au nombre des variations de son premier 
membre. 

D'après cette remarque, et sans qu'il soit nécessaire de cal- 
culer les racines de Téqualion en S, on pourra connaître le 
nombre des variations du tableau (i), quand on aura 
forme A (S). 

On comprend alors comment la connaissance des signes 
des coefficients de l'équation (A) entraîne la détermination 
de l'espèce de quadrique qu'elle représente. 

' 2® Véquation en% a une seule racine nulle, La surface est un 
paraboloïde ou un cylindre ; suivant que iï est différent de 
zéro, ou égal à zéro. Le paraboloïde peut être elliptique ou 
hyperbolique, de même que le cylindre. On distingue ces 
deux cas au moyen du signe des racines de Téquation en S, 
débarrassée delà racine nulle. 

Dans le cas où H = o, la surface étant un cylindre, une 
section plane (celle qu'on obtient en faisant x = o, par 
exemple) suffit pour distinguer quel est le genre de cylin- 
dre qui correspond à Téquation proposée. Pourtant, si, en 
coupant par un plan, on obtenait deux droites parallèles, on 
devrait avoir recours à une seconde section faite par un autre 
plan, non parallèle au précédent. 

3" Véquation en Ha deux racines nulles. La surface est un 
cylindre parabolique, ou un système de deux plans paral- 
lèles. Une section plane (ou deux sections planes faites par 
des plans non parallèles, quand la première donne, deux 
droites parallèles), permettra de dire quelle est la surface 
proposée. 

MÉTHODES AUXILIAIRES 



361 . Méthode par le centre, les diamètres et les sec* 
tlons plaiM^s. La discussion que nous avons faite précédem- 

De L. Tome III. ^4 



370 VINGT-NÈUVlÈME LEÇON 

ment (lec. lo) permet de dire d'abord à quelle classe appar- 
tient la surface qui correspond à l'équation proposée. 11 reste 
ensuite, la classe étant déterminée, à trouver quelle est 
l'espèce de la quadrique 

1** Supposons d'abord que nous soyons placés dans le cas 
de la première classe. 

Transportons les axes, parallèlement à eux-mêmes, au cen- 
tre de la surface et considérons : i° la section faite par le 
plan XOY ; 2° les points d'intersection R, R', de la surface par 
la droite A, conjuguée de ce plan. De la nature de la section 
qui est une ellipse ou une hyperbole, et de la réalité, ou de 
la non-réalité des points R et R', nous pouvons déduire quels 
seraient les signes des coefficients a, a', a", dans l'égalité 

équation qui représenterait la quadrique proposée, rapportée 
à trois diamètres conjugués. Nous pourrons donc, d'après 
ces considérations, décider quelle est l'espèce de la suface qui 
correspond à Téqualion donnée. 

2° Dans les surfaces de la seconde classe, les sections faites 
par les plans de coordonnées ne pouvant pas donner trois 
paraboles (§ 32o et 32 1) une de ces sections sera certainement 
une ellipse ou une hyperbole. On saura donc si l'on est en pré- 
sence d'un paraboloïde elliptique, ou d'un paraboloïde hy- 
perbolique. 

3° Lorsqu'on trouve une ligne de centres, le cylindre qui 
correspond à l'équation donnée peut être elliptique ou hyper- 
bolique; il peut aussi être aplati, c'est-à-dire formé par deux 
plans sécants réels ou imaginaires. Les sections par les plans 
de coordonnées permettent de différencier ces espèces 
diverses. 

4** Si la ligne des centres est rejetée à Tinfini, la surface est 
un cylindre parabolique. 

50 Enfin, s'il y a un plan de centres, l'équation proposée 
représente deux plans parallèles. 

3&9* Métiiode par les g^énératrîoes. Au point de Vue 
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des génératrices, les quadriques se séparent nettement en deux 
familles : la première est formée des surfaces qui n*ont pas de 
droites réelles ; l'autre est constituée par celles qui admettent 
des génératrices rectilignes. 

Dans le premier cas, la quadrique proposée peut être Tune 
ou l'autre des surfaces suivantes : 

i Ellipsoïde, 
Hyperboloîde à deux nappes, 
Paraboloîde elliptique. 

Dans le second cas, on est en présence d'une quadrique faisant 
partie du tableau suivant : 

Hyperboloîde à une nappe, 
Paraboloîde hyperbolique, 
Cône, 



Quadriques régulées. 



) "'*"■'"'• 



Cylindre < hyperbolique, 
{ parabolique, 
Plants sécants. 
Plans parallèles, 

1° Dans la première famille, si l'on peut mettre en évidence 
certaines sections planes, par exemple une hyperbole; on 
pourra dire que la surface est un hyperboloîde à deux 
nappes. Si la section est elliptique, quelle que soit la direc- 
tion du plan sécant, la surface proposée est un ellipsoïde. 
Enfin, si l'on trouve des sections elliptiques et paraboliques 
et si l'on reconnaît l'impossibilité des sections hyperboliques, 
la surface est un paraboloîde elliptique. > 

2*» Dans la seconde famille, on distingue les espèces de la 
manière suivante : 

Soit A une génératrice de la quadrique donnée Q. Cher- 
chons à placer sur Q une droite A' parallèle à A ; diflférentâ 
cas se présentent dans la solution de ce problème^ 

1** 11 y a une seule solution à distance finie, distincte de A ; 
la surface est un hyperboloîde à une nappe* 
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2* Il y a une solution rejetée à l'infini; l'équation représente 
un paraboloïde hyperbolique. 

3*» Il y a une solution qui se confond avec A ; la quadrique 
considérée est un cône. 

4" Il y a une infinité de solutions. Dans ce dernier cas, la 
surface est un cylindre ou une variété de cylindre, variété 
formée par deux plans, sécants ou parallèles. Pour distinguer 
ces différentes surfaces, on effectue une section par un plan 
arbitraire; la courbe du second ordre que l'on obtient ainsi 
est une véritable conique, ou une variété. Dans tous les cas, 
cette section caractérise la surface ; mais, dans le cas où la 
section obtenue est constituée par deux droites parallèles, il 
faut, pour conclure, que le plan sécant soit, comme nous 
Tavons dit, arbitraire. 

3S3. Contour apparent. Si l'on considère un plan P et 
des droites A qui se meuvent, parallèlement à elles-mêmes- 
en restant tangentes à une quadrique Q, le lieu décrit par les 
traces des droites A sur P, s'appelle le contour apparent de 
Q, sur ce plan, relativement à la direction des droites A. 

Prenons les équations de A sous la forme 

La détermination de l'intersection de A et de Q dépend de 
réquation 

En exprimant que A rencontre Q en deux points coïncidents 
on a 

{^fj + ê/y' + ï/*;)' = if{x, y, z) ? (a, 6, y). 

Cette équation a été déjà signalée (§ 98) ; elle représente, 
comme nous le savons, le cylindre circonscrit à Q, et dont les 
génératrices sont parallèles à A. L'intersection de ce cylindre 
et du plan donné P fait connaître le contour apparent cherché. 

En déterminant le contour apparent de la quadrique sur 
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les plans de coordonnées, on obtient ainsi des courbes qui 
peuvent aider, dans quelques cas, à fixer le genre de la sur- 
face proposée. 

Par exemple, deux contours apparents elliptiques, sur 
deux plans non parallèles, ne peuvent provenir que d'un 
ellipsoïde; un contour apparent formé par deux droites sé- 
cantes est caractéristique des surfaces coniques; etc.. 

Nous allons maintenant montrer, sur deux exemples, Tap- 
plication des méthodes précédentes. 

3S41. Problème I. Trouver quelle est la surface repré- 
sentée par V équation 

(i ) (b* + c*)a?-\- {a* -f c*) y* -f- (a* -h h*) z* — ihcyz — '^aczx 

— lahxy = rf*(a* + 6" H- c*) . 

(Concours académique de Poitiers, 1876.) 

1* La méthode par la décomposition en carrés conduit à 
écrire Féquation proposée sous la forme : 



( by -{-czy 



x^¥T?-a:^==\ +{a' + b'^c'){cy^bzy 

=:d«(a*-f.6'-hc*). 

On voit ainsi que la surface est un cylindre elliptique et 
que les génératrices de ce cylindre sont parallèles à la droite 
qui correspond aux équations 

x_y_z 
a b c 

On peut encore employer la méthode précédente en obser- 
vant que réquation proposée peut s'écrire (*) 

u* + v* -hw' zzd* {a* -^b' + c*), 

après avoir posé 

u^:cy — bz, v^:az — cx^ w:s:bx — ay. 

Mais les formes m, v, w, obtenues par ce groupement, ne 
sont pas indépendantes, et Ton a 

aU'{'bV'^cws:o. 

1. V. Leç. 9; ex. .4. 
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Un autre groupement se présente aussi, assez naturel- 
lement, en observant que Téquation (i) peut s'écrire 

(a?" + y' H- z* — (f ) (a* 4- 6" -♦- O = (ao? + ôy -h C2)*. 

Sous cette forme on reconnaît que le cylindre donné est de 
révolution et qu*il est circonscrit à une sphère de rayon d, 
ayant son centre à Torigine des coordonnées. 

a* On arrive au même résultat, et par une voie plus métho- 
dique, en appliquant réquation en s, à l'exercice proposé. 

Le calcul prouve d*abord que A est nul ; l'équation en H 
admet une racine nulle et les deux autres sont données par 
réquation 

S' — aSCa'-f-ô' + O + C^' + ^' + cT^^- 
On a donc, dans cet exemple, 

S'^ = o, et S' = S''=:a« + 6* + cV 

Ainsi, réquation réduite de la surface proposée est 

X* + Y = (r, 

et Ton aboutit à la conclusion déjà obtenue. 

355 . Problème II. Quelles sont les diverses surfaces qui 
peuvent être représentées par V équation : 

(i) ax* -f- ay* -f- bz* -+- ^otyz + iolzx — ^aocy zz i . 

1** Si Ton observe que celte équation peut s'écrire 

a{x — yy -^^ z{hz -^ i%y -\- i(x.x) •=! \ . 

ou, dans la notation abrégée, 

aU*-+-VW=:i. 

U,V, W, sont, dansle cas général, des fonctions indépendantes ; 
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on forme alors, immédiatement, le tableau suivant ; 



a>o, 


a?^o, 


Hyperboloîde à une nap'pe. 


a . , 


a;zfo, 


Cylindre hyperbolique. 


a zz , 


azz , 


Deux plans parallèles. 


û<o, 


a;zfo, 


Hyperboloîdes à deux nappes. 


a;zfo, 


aziz , 


l o6> , Cylindre eUiptique, 
( ao <C , Cylindre hyperbolique. 


a;2fo, 


a_o, 


6 rz , Demr, plans coïncidents. 



2° Avant d'appliquer à l'équation (i) la méthode par 
l'équation en s, nous ferons, à propos de l'exercice qui nous 
occupe, une observation qui trouve son application dans 
un grand nombre de cas et qui, pour ce motif, nous paraît 
importante. 

Nous avons avancé précédemment (§ 348), que la méthode, 
dite par Téquation en S, était supérieure à toutes les autres, 
lorsqu'on voulait faire une étude un peu approfondie de 
réquation proposée, parce qu'elle permettait de trouver ce 
que nous avons appelé les dimensions de la surface; c'est-à- 
dire la grandeur de ses axes. 

Malheureusement, l'équation en S est du troisième degré; 
ses trois racines étant réelles, elle appartient au cas que 
nous avons nommé, en algèbre, cas irréductible ; et, pour 
ce motif, on ne peut pas, en généralj résoudre l'équation 

en S. 

Mais celte résolution devient possible lorsque l'équation en s 
est quadratique^ c'est-à-dire lorsqu'elle est décomposable en 
deux facteurs rationnels. 

Le dernier terme de réquation en S étant le discriminant 
A de la forme ç, on voit que la résolution de réquation en S 
est possible, quadratiquement, pour les surfaces des quatre 
dernières classes. 

La difficulté subsiste uniquement pour les surfaces de la 
première classe (A ;zf o) et, pour ces quadriques, elle est, en 
général, insurmontable. Ce n'est plus que dans des cas parti- 
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culiers qu'elle peut être tournée et, nous voulons signaler ici 
ceux d'entre eux que l'on rencontre le plus ordinairement. 

Lorsque la quadrique est de révolution, Téquation en s 
admet deux racines égales ; elle se décompose donc en fac- 
teurs rationnels du premier degré. 

Mais voici un autre cas, moins particulier, où Féquation en 
S est encore quadratique ; c'est le cas où deiix des nombres de 
Jacohi sont égaux. Nous avons montré (§ igS) que, dans cette 
liypothèse, l'équation en S se décomposait rationnellement 
en deux facteurs. On devra donc toujours, avant d'appliquer 
la méthode par l'équation en S, calculer les nombres de 
Jacobi et si, parmi eux, il s'en trouve deux qui soient égaux 
à une certaine quantité a, on peut affirmer que a est une 
racine de l'équation en s. Ayant ainsi prévu lefacteur s — a, 
dans le premier membre de l'équation, on effectue immédiate- 
ment une décomposition qui serait, le plus souvent, diffi- 
cile à reconnaître sans cette remarque, heureuse conséquence 
de la méthode de Jacobi. 

. Revenons maintenant à l'équation (i), et proposons-nous 
de lui appliquer la méthode de l'équation en S. Les nombres 
de Jacobi étant 

^'W BW BB' 

on voit qu'en supposant 

B = B', et A = A', 

il y a, dans la suite précédente, deux nombres égaux. 
D'après cela, et conformément à la remarque que nous venons 
de développer, on peutêtre certain, avant tout calcul, que le 
premier membre de l'équation en S qui correspond à (i), 
admet lefacteur S — 2a. 
On trouve, en effet ; 

S' — (2aH-ô)S'-h2(a6 — a')S-f-4«a'=zo 
ou 

(S— m) (s*— 6S • 2a') iz o. • 
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Les trois racines deréquation en S sont donc 



2a, 9 



2 



La seconde racine a le signe +, la troisième le signe — ; 
quant au signe de la première racine, il est le même que 
celui de a. On a donc un hyperboloïde à une nappe ou à 
deux nappes, suivant que a est positif ou négatif. 

Nous avons raisonné dans le cas général et en supposant 
a.a 7f o. Lorsqu'on suppose a. a =0, Féquation en â( admet 
une racine nulle et en examinant, successivement, les hypo- 
thèses: 1** a = o ; 2« d = o ; 3*» a = 0, et a = ; on retrouve 
les résultats que nous avons déjà signalés, en discutant 
réquation (1), par la méthode de la décomposition en carrés. 



EXERCICES 

i . Désignant par x, y, z, des coordonnées rectangulaires et par m un 
paramètre variablCy on demande de déterminer les diverses surfaces que peut 
représenter Véquation 

ir' + (am"-f-i)(y* + 2*) — 2(^y4-^J? + a?t/) = 2w'— 3m4- * > 

lorsque le paramètre m varie de— 00 à + 00 . 

(Ecole Polytechnique, i858.) 

On peut appliquer à cette équation la remarque que nous avons faite 
tout & rheure et on prévoit ainsi, â priori ^ une racine égale à 2 (m*-f- 1). 

L*équation en S est 

S»_(4wi*4-3)s"-f-4w'(m'4-2)S — 4(m*— i)=o, {') 

ou 

(s — 2m' — 2) [s* — (2 m" -h 1 ) S H- 2 (m* — 1 )] 1= o . 

1 Nous avons indiqué en algèbre (p. 168 ; l 17a) une méthode pour ré- 
soudre cette équation, et d'autres équations analogues, sans connaître le 
résultat qui a été prévu ici par des considérations d'un ordre tout parti- 
culier. 
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Le tableau suivant résume la discussion. 

»n =1: 4" oc. Cylindre droit. 

Ellipsoïde réel, 

W= 1^ Une droite. 

Hyperboloide à deux nappes, 

mzz — Cône, 




\ 



Hyperboloide à une nappe. 

lyj -— j , Cylindre hyperbolique. 

y Ellipsoïde réel, 
m-zz — 00^ Cylindre droit. 
2. Quelles sont les surfaces représentées par l'équation 

(1) a{af'h^yz)-\-b(y*'-h^zx)'\-c(z* + 2xy) zz i . 

(Ecole Polytechnique, 1861.) 
L'équation en S est 

(a) S* — (a-H6 + c)S*+(aô4-ac-h6c — «• — 6* — c*)S 

4- a'-h 6* + c* — 3a6c = o. 

En observant (Alg., § 1) que l'on a 

0'+ b'-h C— 3abc s: (a + 6 -h c) (a*-h &'•+- c*— ab — ac — bc) 
et, en posant : 

fl-hô + czzjt), a* + V + c* — ab — ac — bczzq^ 

réquation (a) s'écrit : 

Sous cette forme, on reconnaît que cette équation est quadratique et 
qu'elle peut s'écrire 

(S-p)(S'-?) = o. 

La fonction q est toujours positive ou nulle, parce qu'elle est une somme 
de trois carrés (Alg., § 1), mais s'il nous fallait une preuve de cette pro- 
priété de la fonction q, elle résulterait de ce fait que l'équation en S a 
toujours ses racines réelles. 
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Si q est nul, on a a =. b =: c^ l'équation (i) représente deax plans 
parallèles. 
Si, au contraire, on suppose 7 ;^ o, on a le tableau suivant: 

p > , . . . Hyperbolùide à une nappe, 
pzno , . . . Cylindre hyperbolique équilatêre, 
jo < , . . . Hyperboloîde à deux nappes. , 

3. Discuter les surfaces d^espèces différentes qui sont représentées par 
les équations suivantes : 

1** 6" (ic* -h z*) -+- c" (a:" -H 2/*) — ika*yz =1 . 

î»" a" (y" -h z*) + y (ir« + z') 4- Mhxy = d^(a' + b*) . 

4. Trouver les dimensions de Vellipsoïde qui correspond à V équation: 

/x y _ a'+b' V fx_ yV _^ /f y _££\' ^ , 
\a^^ b abc / \b a) \a b ab) 

Examiner le cas oti Von suppose 



QUESTIONS POSÉES AUX EXAMENS ÉCRITS (^) 



COMCOUBS DE L*ÉCOL.E POLYTECHMIQUE 



fSSV. Construire les courbes qui correspondeni aax équations 



*" î'-iVa;' — 20;* — 4r+8 

1 — 2X + X* 
2° î/ = -î ■ 

^ -+• 9^ — 9 
3° x*y* + jj'y — a:V + 2 = G. 



4^ 



/i — 3a? + a;* 
2^ = ±Va;' + 5a?-^5 



5^ y*X* + * ^= 2^y + ^' — ^ • 



6« y 



fO 



a?' + 3j7 — 2 



0?' — 20? — 2 



1 — X* 

1 
déterminer, à moins de -- près, l'abcisse du point où cette courbe coupe 

10 

l'axe des x. 



i. Les sources que nous avons consultées pour établir ces tableaux sont : 
Reynaod et Duhamel. Problèmes et développements sur diverses parties des ma- 
thématiques, [Bachelier, 1823.) 

P* > H. Blanchei. Compléments de Mathématiques spéciales. (Hachette, 1838.) 

Corneille* Becueil de sujets de compositions donnés au concours de l'agrégation 

(Hachette, 1876 ) 

Painvin. Principes de la Géométrie analytique. 1866-1870. 

Enfin, les Nouvelles Annales de Mathématiques et le Journal de Mathématiques élé- 
mentaires et spéciales. 
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8" Construire les courbes : 

y" — a: rz o, et OJ* — xy — y'z=o; 

1 
déterminer, à moins de — près, les coordonnées des points d'intersec- 

10 

tion. 

1849. 1. Soit P un point fixe dans le plan d'une ellipse donnée; 
PCD une sécante quelconque rencontrant l'ellipse aux points C et D. 
Soit ÇJÏi' le diamètre parallèle à CD; sur la sécante CD on prend un 
point M tel que Ton ait 



PM.CD = C'D'. 

trouver le lieu du point M. 

3. On prend deux points fixes P, Q sur la base d*un triangle, par ces 
points, on mène deux droites rencontrant, respectivement, CA et CB en 
des points A', et B', tels que Ton ait 

"ÂÂ' + ^BB^=^' 

a, 6, étant des constantes, trouver le lieu dès intersections des droites 
PA' et QB'. 

1844. Une corde, dans une conique, est vue d'un foyer sous un angle 
constant, trouver le lieu décrit par le pôle de cette corde. 

fl84ft. 1. Lieu des foyers des hyperboles ayant un sommet commun et 
une asymptote commune. 

a. On donne un angle droit XOY ; soit A un point de OX, B un point de 
OY ; trouver le lieu d'un point M sachant que l'on a 

MBY r= 2MAX . 

3. Soit XOY un angle donné et d'ailleurs quelconque, et soit A un point 
fixe de son plan ; par A on mène des transversales mobiles qui rencon- 
trent les côtés de l'angle XOY aux points B etC. Sur chacune de ces sécantes 
on prend un point M tel que l'on ait 

BM m 

MC"~w' 

m, n, étant des lignes données. On demande le lieu du point M. 

4. On joint un point M, mobile sur une ellipse, à des foyers F, F'; ces 
droites rencontrent respectivement la courbe en des points P et Q ; démon- 
trer que l'on a 

FP "' F'g ~ ■ 
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5. Construire la courbe qui correspond à l'équation 

1 — SÎn (I) 
1 +COS0) 

6. D'an point B pris sar le côté d'un angle YOX, angle donné et quel- 
conque, on mène une tangente à chacun des cercles inscrits dans cet 
angle ; on demande le lieu des points de contact. 

7. Des extrémités M, M^ d'une corde mobile MM' passant par le foyer F 
d'une parabole on abaisse des perpendiculaires MP, M'P', sur une droite 
fixe située dans le plan de la parabole ; démontrer que 

MP , M'P' ^. 
MF^M'F'~ • 

8. Trouver le lieu des milieux des cordes égales d'une ellipse donnée. 

9. Construire la courbe qui corresponde l'équation 



y = 



^X — 1 

y/^ — 1 



10. Aune suite d'ellipses ayant leurs foyers communs, on mène des tan- 
gentes parallèles à une droite donnée ; trouver le lieu des points de contact, 

€840 i . Lieu des points tels que leurs polaires relatives à trois cercles 
concourent en un même point. 
3. Construire la courbe qui a pour équation 

COS (I) — sin (I) 

(cos 0) H- sin 0))* 

3. Trouver le iieu des points qui divisent en moyenne et extrême raison 
les cordes d'une ellipse qui passent par un point fixe. 

4. Une ellipse et une parabole out un foyer commun F et l'axe qui 
correspond à ce foyer est aussi commun à ces deux courbes. Soit MP un 
diamètre quelconque de l'ellipse, les droites FM et FP rencontrent la 
parabole, respectivement, aux points M' et P' ; démontrer que 

FM FP_.,„ 
FM' "^ FP' ~ * 

5. On considère un cercle A et deux points fixes, A et B ; le point A 
étant situé sur la circonférence proposée. Par le point B on mène une trans- 
versale qui rencontre A aux points C et D. Les tangentes en ces points se 
coupent en un certain point I, et l'on joint IB. Démontrer que 

taiig IBA . tang CBA — G»^ 
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6. Une ellipse et une hyperbole ont an axe commun; on mène des 
sécantes parallèles ; trouver le lieu des milieux des segments compris entre 
TeiUpse et l'hyperbole. 

1847. 1. Discuter la courbe qui a'pour équation 
3. Construire la courbe qui correspond à l'équation 

p — a sin (i) cos w . 

3 et 4- Discuter les courbes représentatives des fonctions. 

ynzatang - , et y=£C + asin -|. 

5. Du sommet A de l'angle droit BAC on mène une droite mobile ; des 
points B et G on abaisse sur cette droite des perpendiculaires BP, GQ ; 
trouver le lieu des points M de ces droites pour lesquels AM* == AP. AQ. 

6. lo Trouver la longueur d'une corde divisaut la surface d'un cercle 
dans un rapport donné; construire l'expression, a» Courbe représentative 
de l'équation 

a 

y — 



"41 J 



7. \9 Construire les courbes qui correspondent aux équations 

a 



p = a — 6(1) , p — 



(0 — b 



2^ Podaire d'une conique, le pôle étant un sommet de la courbe. 

1848. 1. On donne une droite A et sur cette droite un point 0. Soient 
A et Bdeux points fixes, non situés sur A ; trouver le lieu d'un point M, 
sachant que les droites MA et MB rencontrent A en des points G, D, tels 
que Ton ait 

OC . OD zi C'«. 

j. Lieu des foyers des paraboles de forme invariable, inscrites dans un 
angle droit donné. 

3. Podaire de l'ellipse, le pôle étant un sommet. 

4* Équation polaire de la transformée de la section plane d'un cône 
droit, quand on développe le cône. 

5» Lieu des sommets des triangles semblables à un triangle donné, la base 
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de ce triangle passant par un point fixe et s appuyant constamment sur 
deux droites données. 

6. 10 Déterminer les dimensions d'un cône droit, connaissant son volume 
et Taire de la surface convexe, 
ao Résoudre l'équation 

x^+ 200?' — yi^x* — 866oa? — 22876 = o . 

1849. 1. Lieu des sommets des hyperboles ayant une asymptote 
commune et un foyer commun. 

2, Diviser une demi-sphère en deux parties équivalentes par un plan 
parallèle à la base. 

3. Une ellipse 'donnée tourne autour de son centre; trouver le lieu des 
intersections de son axe focal avec une tangente à cette ellipse, tangente 
qui reste parallèle à une droite fixe. 

4* Démontrer que les polaires d'un point fixe, par rapport à toutes les 
coniques passant par quatre points donnés, se coupent au même point. 

5. Par le point D, point commun à la directrice d'une parabole P et à 
l'axe DX, de cette courbe, on mène une transversale mobile qui rencontre 
P aux Ppoints M. M'; trouver le rapport des angles DFM, XFM'; F dési- 
gnant le foyer de P. 

6. Podaire du sommet de la parabole. 

7. Lieu des sommets des hyperboles ayant une asymptote et une direc- 
trice communes. 

8. Soit un angle ABC ; B désignant le sommet de cet angle, A un point 
fixe sur l'un de ses côtés, C un autre point fixe pris sur l'autre côté. Par 
B on mène une transversale mobile sur laquelle on abaisse des perpen- 
diculaires AA', ce. Trouver le lieu décrit par le milieu de A'C 

1851. 1. Appliquer la méthode d'approximation de Newton à l'équa- 
tion 

OC^ — 7X-\' 7 = 0. 

2, Construire la courbe dont Téquation est : 

y^zizx* — 100?*+ 9- 

3. Décomposer, en fractions simples, 

X' 



(x'+iYix+i) 
18S5. 1. On donne l'équation 

trouver les droites situées sur la surface qui correspond [k cette équation, 
puis étudier les sections faites dans cette surface par les plans qui passent 
par Tune des droites trouvées. 
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2. Démontrer que l'équation 

admet une intinité de racines et calculer, avec une certaine approximation, 
la plus petite d'entreelles. 

3. Trouver les points communs à une ellipse et à une hyperbole dont 
les centres sont, respectivement, et 0': sachant que ces courbes ont un 
foyer commun F. 

On donne: OFO' =:«, et les demi-axes a, b de l'ellipse, a', 6' de l'hyper- 
bole. Faire le calcul en supposant 

a=:22°3o'; azzio, bzzy; a'=ib'=ii. 
i856t Discuter l'équation 

p* = a -f 6 sin w + c sin *a), 

et faire la classification des différentes courbes qu'elle représente quand 
on fait varier les paramètres a, 6, c. 

i859. Trouver le nombre des racines réelles admises par l'équation 

x:=:as'mœ -{- b; 

pour chaque valeur des coefficients a, 6, effectuer la séparation de toutes 
ses racines. Appliquer la méthode à l'équation 

- . x:='dii2smx-\- i5y . 

18S8. V. leç. 29; ex. 1. 

18S9« La corde AB d'un cercle partage la surface de ce cercle eu deux 
segments tels que le plus grand est moyen proportionnel entre le plus 

petit et le cercle entier Calculer à — de seconde près le plus petit des 

deux arcs sous-tendus par AB. 

180O. On donne une parabole P; soient A et B deux points mobiles 
sur cette courbe^ mais tellement choisis que les normales en A et B se 
coupent en un point C, situé sur P. La tangente en G et la droite AB se 
coupent en un point M ; trouver le lieu décrit par ce point et construire 
la courbe. 

1861. V. leç. 29; ex. 2. 

1862. Trouver le lieu des centres des surfaces représentées par Té* 
quation 

x^-^y* — z*+ 2pxz + 2gy^ — 2ax — 2by + 2cz r=: o , 

(a, b, c, étant des nombres positifs donnés; jo, q représentant des para- 
mètres variables) : i^ Lorsque p et q varient de toutes les manières pos- 
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Bibles; 3*> lorsque p et q varient de maDière à ce que réquation donuée 
représente un cône. Distloguer la partie du lieu qui correspond à des 
hyperboloïdes à une nappe, de celle qui correspond à des hjperboloïdes 
à deux nappes. 

18118. On donue sur un plan deux circonférences 0, 0'; d'un point A, 
pris sur 0, ou mène des tangentes à 0' et Ton joint les points de contact 
obtenus. Cette droite coupe la tangente à 0, au point A, en M ; trouver 
le lieu décrit par M. 

Examiner les différentes formes de ce lieu selon la grandeur et la posi- 
tion relatives des circonférences et 0' ; indiquer le cas où il se décom- 
pose. Faire voir quelle lieu des points M est tangent à en chacun des 
points qui lui sont communs avec cette circonférence. 

1864. On considère le cercle qui a pour équation 

j^ + y' = t, 

et la parabole qui est représentée par Téquation 

3a*4-â'— 1 

{f^'-0iyy + 2xx+2^y=z , 

a 

où a et p désignent des paramètres positifs quelconques. On propose de 
déterminer : 

10 Le nombre des points réels commuus aux deux courbes, pour les 
différentes valeurs de a et de p. 

jo Les coordonnées des quatre points communs quand on suppose : 

ou : 

a — 1 et 6 > o , 
enfin, lorsque Ton a 



^ = \/(a'-i)(4a'-i). 

i866. On donne dans un plan uue parabole P et l'on considère une 
circonférence G passant par le foyer de P. On propose d'indiquer les 
régions du plan où doit se trouver le centre de C, pour que cette circon- 
férence ait successivement avec P : !<* quatre points réels, a» quatre points 
imaginaires, 3° deux points réels et deux points imaginaires. On étudiera 
la forme et les propriétés de la courbe qui sépare les deux premières 
régions de la troisième . 

1806. On considère la parabole et l'hyperbole équilatère qui corres* 
pondent, respectivement, aux équations 

2/*— àpx zz: o , J?i/ — m*i=: o * 
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On propose : 

1" De former l'équation ayant pour racines les abcisses ou les ordonnées 
des pieds des normales communes à ces deux courbes. 

2° De déduire de cette équation que le nombre des normales communes 
est au moins égal à un et au plus égal à trois, 

30 De démontrer qu'en supposant 

il n'y a qu'une normale commune réelle. 

1867. Étant donnés un triangle BOA rectangle en et une droite D, 
située dans le plan de ce triangle, on propose : 

1° De former l'équation générale des hyperboles équilatères circonscrites 
au triangle BOÂ; 30 de calculer l'équation du lieu L des points où ces 
différentes hyperboles ont pour tangentes des parallèles à D. 3° D'examiner 
les différentes formes du lieu L qui correspondent aux directions diverses 
de la droite D. 

i868. Soient deux paraboles P|, P,, ayant toutes deux pour foyer le 
point fixe et, pour axes respectifs, les droites fixes OX, OY, droites qu'on 
suppose rectangulaires. On mène à ces paraboles une tangente commune : 
soient Mj et Mj les points de contact; trouver le lieu décrit par le milieu 
de Mj M,, sachant que cette droite passe par un point fixe. 

4869. On donne un triangle rectangle isocèle AOB et on demande : 

1^ L^'équation générale des paraboles P tangentes aux trois côtés du 
triangle AOB; 

2° L'équation de l'axe de Tune quelconque de ces paraboles; 

30 L'équation et la forme du lieu des projections du point 0, sommet 
de Tangle droit AOB, sur les axes des paraboles P. 

1 87S. On donne deux axes de coordonnées rectangulaires et deux 
droites (A) et (B) respectivement parallèles aux axes et Ton demande : 

10 De former l'équation générale des courbes du second degré qui ont 
pour centre l'origine des coordonnées et qui admettent comme normales 
les droites données (A) et (B) ; 

20 De démontrer que par un point du plan, il passe en général trois de 
ces courbes, à savoir deux ellipses et une hyperbole ; 

30 De faire connaître les points du plan pour lesquels cette règle générale 
souffre une exception. 

1873. On donne un cercle et un point A, et Ton demande le lieu des 
centres des hyperboles équilatères assujetties à passer par le point donné 
A et à toucher en deux points le cercle donné. 

On discutera la courbe obtenue pour les différentes positions du point 
A et l'on démontrera que, dans le cas général^ les points de contact des 
tangentes qu'on peut mener au lieu par le point A sont situés sur une 
circonférence de cercle. 

1874. Étant donné un triangle, on sait que, par un point M de son 
plan, il passe, en général, deus paraboles circonscrites au triangle* 
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Cela posé, on demande de construire et de discuter le lieu du point M 
pour lequel les axes des deux paraboles correspondantes forment entre 
eux un angle donné. 

1895. Trouver le lieu géométrique de l'intersection des deux normales 
menées à la parabole aux deux extrémités de toutes les cordes dont les 
projections orthogonales sur une perpendiculaire à Taxe ont une même 
valeur. 

Que dire du cas où Ton fait tendre vers zéro cette valeur de la projec- 
tion? 

Revenant au cas général, on propose de mener par un p«int quelconque 
du lieu trois normales & la parabole . 

Application particulière au point maximum du lieu. 

1875. {Question retirée.) Une conique donnée de forme et de gran- 
deur se déplace de manière que chacun de ses foyers reste sur une droite 
donnée. A cette conique, parallèlement à Tune des droites données, 
on mène une tangente ; trouver le lieu des points de contact. 

4896. 1. (Admissibilité.) i^ Expliquer la recherche du lieu des 
milieux des cordes parallèles à la droite qui joint l'origine au point dont 
les cordonnées sont a; = 3, ^ = 1^2 = 1, pour la surface représentée par 
Téquation. 

X* + 2y* — 3z* 4- 2xy -\' Sx + zzzzd , 

<2o On demande de trouver les limites entre lesquelles doit varier le 
coefficient a pourque l'équation 

3iC* — 4a?' — 12X* 4- a = 

ait ses quatre racines réelles. 

2, {Admission,) On considère une hyperbole équilatère fixe et une 
infinité de cercles concentriques à cette courbe. A chacun des cercles 
on mène des tangentes qui soient, en même temps, normales à Thyperbole. 
On prend le milieu de la distance qui sépare le point de contact avec le 
cercle variable, du point d'incidence sur l'hyperbole fixe. Ou demande le 
lieu décrit par ce milieu. — Si Téquation du lieu se présente sous une 
forme irrationelle on devra la rendre rationnelle. 

1897. 1. (Admissibilité.) 1^ On donne une surface rapportée à un système 
de coordonnées rectangulaires 

3x* — 3y* 4-2* — 2yz — 4zx + ^xy — Sx-{-^y -\-2Z r= , 

trouver l'équation de la même surface par rapport à un même système de 
plans principaux. 

On opérera directement, en supposant connue l'équation du plan 
diamétral. 

20 Démontrer que, dans une équation à coefficients réels, qui a ses 
racines réelles, le nombre des racines positives est égal au nombre des 
variations du premier membre ordonné suivant les puissances décrois- 
santes de X. 
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On supposera connue la règle des signes de Descartes. 
2. (Admission.) Soit, -^ — |; = i , l'équation d'une hyperbole rapportée à 

ses axes ; Ç, y), les coordonnées d'un point M du plan de l'hyperbole . 
Par ce point M, on mène deux tangentes à l'hyperbole ; soient A elrB les 
points de contact. 

Trouver l'équation du cercle passant par A, B et le centre de l'hyper- 
bole. 

Ce cercle rencontre l'hyperbole en deux points C, D, distincts de A et B; 
trouver l'équation de la droite CD. 

Si M décrit une ligne droite, aux diverses positions du point M corres- 
pondent diverses positions de CD ; trouver le lieu des pieds des perpendi- 
culaires abaissées du centre de l'hyperbole sur ces droites. 

18*78. 1. {Admissibilité.) i° Méthode de Newton, fondée sur la considéra- 
tion des dérivées successives, pour trouver unelimitesupérieure des racines 
positives d'une équation. 

f2o Construire la courbe représentée en coordonnées rectangulaires par 
les deux équations 

t tU — nf) 

2 . {Admission,) On donne une droite D dont l'équation par rapport h. 
deux axes rectangulaires ox et oy est 

X V 
--1-^=1. 

P Q 

on considère les différentes coniques qui ayant pour axes ox et oy sont 
normales à la droite D. Chacune d'elles rencontre cette droite en deux 
points ; en ces points, on mène les tangentes à la conique. 

Trouver l'équation du lieu du point de rencontre de ces tangentes. 

Démontrer que ce lieu est une parabole et que la distance du foyer de 
cette parabole à son sommet est le quart de la distance du point a la 
droite D. 

On construira géométriquement l'axe et le sommet de la parabole. 

1879. 1. {Admissibilité.) i<* Comment déduit-on du théorème de Sturm 
les conditions de réalité de toutes les racines d'une équation algébrique 
de degré donné. 

2^ Construire la courbe dont l'équation en cordonnées polaires est 

sino) 

p^ . 

2W— 3C0S(*) 

2. {Admission.) On donne une conique rapportée à ses axes 

a b 
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et un point M cette conique. Par les extrémités d un diamètre quel- 
conque de la conique et le point M on fdit passer un cercle. Prouver que 
le lieu décrit par le centre de ce cercle est une conique K passant par 
Torigine des axes. 

Si autour du point 0, on fait tourner deux droites rectangulaires, elles 
rencontrent la conique K en deux points, prouver que le lieu des points 
de rencontre des tangentes menées en ces points est la droite perpendi- 
culaire au segment OM et passant par le milieu de ce segment. 

Par le point on peut mener, indépendamment de la normale ayant 
son pied en 0, trois autres droites normales à la conique K. 

1* Dans le cas particulier où la conique donnée est une hyperbole équi- 
latère ett)ù a = i, 6 = — i, montrer qu'une seule de ces normales est 
réelle et calculer les coordonnées de son pied. 

2« Dans le cas général, trouver l'équation du cercle circonscrit au 
triangle formé par les pieds de ces trois normales. 

I^ota. Le pied de la normale est le point de la courbe d'où part la nor- 
male. 

f880. Soient M et N les points où l'axe desar rencontre le cercle 

a;' + i/ = R'; 

considérons une quelconque des hyperboles équilatëres qui passent par 
les points M et N ; menons par un point Q, pris arbitrairement sur le 
cercle, des tangentes à l'hyperbole ; soient A et B les points où le cercle 
coupe la droite qui joint les points de contact. 

Démontrer que, des deux droites QA et QB, l'une est parallèle à un^ 
direction fixe et l'autre passe par un point fixe P. 

Le point P étant donné, l'hyperbole équilatëre correspondante qui passe 
par les points M et N est déterminée. On construira géométriquement son 
centre, ses asymptotes et ses sommets. 

Si le point P décrit la droite y =: a;, quel est le lieu décrit par les foyers 
de l'hyperbole ? On déterminera son équation et on le construira. 

f88i. 1. On considère une parabole P et une droite AB normale au 
point A à cette courbe (ce point A se projetant d'ailleurs sur l'axe au foyer 
môme de la courbe). 

Trouver le lieu des sommets des sections faites dans le cylindre droit 
qui a pour base P, par des plans passant par AB. 

2. On donne une asymptote d'une hyperbole et un point P de la courbe. 
Sachant que l'un des foyers décrit la perpendiculaire menée du point P 
sur l'asymptote considérée, on demande le lieu du point M d'intersection 
de la seconde asymptote avec la directrice correspondant au foyer donné . 

i888. On donne deux cercles se coupant aux points A et B. Une 
conique quelconque passant par ces points et tangente aux deux cercles 
rencontre l'hyperbole équilatère qui a ces points pour sommets en deux 
autres points G et D. 

i** Démontrer que la droite CD passe par un des centres de similitude 
des deux cercles donnés. 



QUESTIONS D'EXAMENS 391 

a» Si Ton considère toufes les coDiques qui passant par A et B sont tan- 
gentes aux deux cercles, démontrer que le lieu de leurs centres se com- 
pose de deux circonférences E et F. 

30 Soit une conique satisfaisant à la question et ayant son centre sur 
Tune des circonférences, E ou F ; démontrer que les asymptotes de cette 
conique rencontrent cette circonférence en deux points fixes situés sur 
l'axe radical des deux circonférences données. 

1883. (V. Géom, plane ; p. 635.) 

f 884. On donne une conique 

On joint un point M de cette conique aux deux foyers F et F'. 

1^ On demande d'exprimer les coordonnées du cercle inscrit dans J'in- 
térieur du triangle MFF ', au moyen des coordonnées du point M. 

2^ Dans le cas où la conique donnée est une ellipse, on démontrera que 
si l'on considère les cercles inscrits dans deux triangles correspondant a 
deux points. M et M' de la conique, Taxe radical de ces deux cercles passe 
par le point milieu du segment MM'. 

3<> Pour chaque position du point M, le rayon vecteur FM touche le 
cercle correspondant en un point P. On déterminera, en coordonnées 
polaires, Téquation du lieu décrit par le point P. On prendra le foyer F 
pour origine des rayons, et Taxe des x pour origine des angles. 



coMcouRS gëivu:ral. 



CLASSE DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES 



A. Les deux côtés AE, AF d'uQ angle plan EAP étant supposés fixes et 
coupés par une droite mobile BC; trouver la courbe que décrit le centre 
de graTÎté G du triangle ABC, qudnd la droite BC se meut de telle sorte 
que la surface du triangle ABC reste constante. 

f 8f S. Étant donné un quadrilatère AGFH dont les quatre côtés ne sont 
pas situés dans un même plan, on demande : 

]0 L'équation de la surface décrite par une droite ED qui, dans son 
mouvement, couperait toujours proportionnellement les deux côtés oppo- 
sés AH, GF, de manière que dans chaque position de la droite génératrice 
on eût la proportion 

AE__GD 

eh^df' 

a° L'équation de la surface engendrée par le mouvemeat d'une seconde 
droite BC qui couperait proportionnellement les deux autres côtés du 
même quadrilatère, de sorte qu'on eût la proportion 

AB^CH 
BG '" GF* 

3° On demande si ces deux surfaces sont dififérentes. 

f 8tS. Étant donnés dans un plan un parallélogramme et une droite, 
on demande de construire avec la règle et le compas les points où la droite 
serait rencontrée par une ellipse inscrite au parallélogramme et qui tou- 
cherait les quatre côtés du parallélogramme en leurs milieux. 

6. Les trois arêtes d'un angle solide A, étant supposées fixes cl coupées 
par un plan mobile BDC, trouver l'équation de la surface courbe que décrit 
le centre de gravité de la pyramide comprise entre les faces de l'angle 
solide et le plan dont il s'agit, quand ce plan se meut de manière que le 
volume de la pyramide reste toujours le même. 

C. Étant données une sphère et trois droites dans l'espace, mener nn 
plan tangent à la sphère qui fasse des angles égaux avec ces droites. 

D. Un cercle étant douné dans un plan horizontal, on demande: i** De 
faire voir que si Ton coupe un cône droit dont le cercle soit la base, par 
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une suite de plans verticaux et parallèles entre eux, les sections résul- 
tantes seront des hyperboles qui auront leurs asymptotes parallèles. 
2«* De trouver sur la verticale élevée par le centre du cercle, le point où il 
faut placer le sommet du cône pour que les hyperboles soient éqnilatères. 

E. Trouver l'équation de la surface engendrée par une parabole tour- 
nant autour de son axe et déterminer la position que doit avoir cet axe 
pour que Tintersection de la surface par un plan quelconque, donne un 
cercle pour projection sur un plan donné. 

F. On donne de position le rayon d'une sphère et l'on propose de dé- 
montrer qu'un plan quelconque perpendiculaire à ce rayon, coupe, sui- 
vant un cercle, tout cône qui a son sommet à Textrémilê du rayon et pour 
base un cercle de la sphère. 

G(i). Etant donné un c5ne droit dans lequel le rayon de la base est le 
tiers de l'apothôme; si l'on prend sur la surface du cône un point situé 
à la distance a du sommet et que de ce point, comme centre, avec une 
ouverture de compas égale à r, on trace sur la surface du cône une courbe, 
laquelle pourrait être considérée comme Tintersection de cette surface 
avec celle de la sphère qui a son centre au point donné et dont le rayon 
est r. Si ensuite on développe la surface convexe du cône en une surface 
plane, laquelle sera un secteur circulaire, dont l'angle est |^ d'angle droit, 
on demande l'équation de la courbe tracée sur la surface du cône et de- 
venue plane par le développement de cette môme surface eu un secteur 
plan. 

L'équation de la courbe étant trouvée en général, et pour toutes les 
valeurs de r et de a, on fera : a = 3 r = j; et on déterminera pour ce cas 
particulier la figure exacte de la courbe, en la traçant dans toute son 
étendue. 

On examinera de plus si la courbe est décrite tout entière par le compas 
qui tourne autour du point donné ou s'il n'y a qu'une partie de la courbe 
décrite par ce procédé et quelle est cette partie. 

i8«4. (Y. Alg., p. 61 a.) 

1887. Étant donnée une droite ÂB dont la position et la longueur sont 
invariables, trouver dans l'espace un point M tel que la diiférence des 
angles MÂB, MBA soit égale à un angle donné a. 

1828. Connaissant le paramètre d'une parabole donnée dans un plan; 
mener par le foyer de cette courbe une droite terminée de part et d'autre 
par la parabole et égale à une ligue donnée. Quand la question sera 
résolue, déterminer la droite cherchée par une construction faite sui la 
figure et examiner quel est le nombre des solutions dont la question est, 
en général, susceptible. 

1889. 10 Une surface sphérique et une surface de cylindre droit à base 
circulaire étant données, et se coupant suivant une courbe à double cour- 
bure, on suppose que de tous les points de cette courbe on abaisse des 



1. Les questions A, B..., G ont été posées au concours général entre les années i806 et 
1823. 
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perpendiculaires sur le plan P qui passe par le centre de la sphère et Taxe 
du cylindre. On demande Téquation de la courbe formée par les points 
où le plan P est rencontré par ces perpendiculaires. 

3° Connaissant le paramètre d'une parabole donnée dans un plan, mener 
par le foyer de cotte courbe une droite terminée de part et d'autre à la 
parabole et telle que le foyer partage cette droite en deux portions qui 
soient entre elles dans le rapport de n à Tunité. 

1838. Couper un triangle par une droite de manière que les deux 
parties de ce triangle soient entre elles dans un rapport donné et qu'elles 
aient leurs centres de gravité sur une même perpendiculaire à la sécante. 
On résoudra le même problème : i^ Lorsque les deux côtés coupés sont 
égaux; a*> lorsque les trois côtés sont égaux. 

1839. Étant données, dans un plan, deux paraboles égales dont les 
sommets se touchent et dont les axes sont tournés en sens contraires; on 
suppose que l'une d'elles roule sur l'autre de manière que, dans chacune 
des positions qu'elle vient occuper successivement, elle lu! soit toujours 
tangente en un point également éloigné du sommet de la parabole fixe et 
du sommet de la parabole mobile. Pendant ce mouvement, le sommet de 
cette dernière courbe décrit un lieu dont on demande Téquation. 

1844. Étant donnés une ellipse et un point A sur l'ellipse, on décrit un 
cercle tangent à la courbe en ce point et l'on mène au cercle et à l'ellipse 
les deux tangentes communes, autres que celles qui toucheraient les deux 
courbes données au point A. On demande le lieu du point commun à ces 
deux tangentes quand on fait varier le rayon du. cercle (*). 

1845. Étant donnés un cercle et un point situé dans son intérieur, on 
imagine que sur chacun des diamètres de ce cercle on décrive une ellipse 
qui ait ce diamètre pour grand axe et qui passe par le point donné. On 
demande : 

lO L'équation générale de ces ellipses, 

29 Le lieu géométrique de leurs foyers, 

30 Le lieu des extrémités de leurs petits axes. 

1846. Étant donnée une ellipse, si on lui circonscrit des rectangles tels 
que ABCD, on sait que tous les sommets sont situés sur un même cercle 
concentrique à l'ellipse. Cela étant admis, des points de contact N et Q 
de deux côtés opposés de chaque rectangle, on mène deux droites au 
point de contact M de l'un des deux autres côtés et l'on demande de 
prouver : 

1° Que MN et MQ sont également inclinées sur le côté AB, 
2° Que MN + MQ est constante, 



(1] On peut généraliser cette question en supposant que les circonférdnces mobiles pas- 
sent par deux points flxes A, B, de l'ellipse donnée. Cet exercice intéressant a été Tobjet de 
dWerses solutions. 

Gcrono {nouvelles annales, t. X, p. 408). — Mister et Neuberg {M. 1863). — P. Serrct 
(/d., 1864). — Doucet (/d., 1873). — Macé de Lépinay [Id., 1880, p. 91). - Le P. Le Cointe 
(M, 18S0, p. 122). 

Voyez aussi une solution de M . Breton (de Champ) dans Tlntrodoction à la Géométrie 
supérieure de M. Housel (p. 177). 
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3<^ Que ces droites MN» MQ, enveloppent une ellipse homofocale à la 
proposée. 

1849. Un triangle PQR étant circonscrit à un cercle, on forme un second 
triangle dont les sommets A, B, C, sont les points milieux des côtés du 
premier. Des sommets de ce second triangle, on mène au cercle les tan- 
gentes Aa, B6, Ce, qui rencontrent respectivement en a, 6, c, les côtés 
opposés à ces sommets. On propose de démontrer que ces trois points 
sont en ligne droite. 

On verra si le théorème a également lieu lorsque, à la place du cercle 
inscrit, on prend une section conique quelconque tangente aux trois côtés 
du triangle PQR. 

1848. Soit dans le plan d'une ellipse donnée, une droite quelconque 
TS; par le centre C de l'ellipse, on mène le diamètre ACB conjugué à 
la direction de cette droite et qui va la couper au point 0. On prolonge 
ensuite la ligne OC d'une longueur OM, telle que OC. CM= CA*. On'suppose 
que la droite TS se meuve de manière à être toujours tangente aune courbe 
donnée et l'on demande quelle sera la courbe décrite par le point M. On 
indiquera la méthode à suivre et Ton en fera l'application au cas suivant. 

L'ellipse a pour équation — + ^ =r i, et la droite TS reste tangente à la 

courbe qui est représentée par l'équation x* = 9y. 

1849. Soient, dans un plan, une ellipse et une droite située hors de celte 
ellipse. On prend sur la droite deux points N, N', conjugués par rapport 
à l'ellipse (c'est-à-dire deux points tels que la polaire de l'un passe par 
l'autre) ; cela posé : 

1° Prouver qu'il existe dans le plan de l'ellipse deux points 0, 0', des- 
quels on voit chaque segment NN' sous un angle droit. 2° On ^demande le 
lieu des points 0, 0^ quand la droite se meut parallèlement à elle-même. 

1850. Étant donnés deux axes fixes ox, oy ; autour d'un point fixe P, 
on fait tourner un angle APB de grandeur constante et donnée (A, mar* 
quant le point où l'un des côtés de l'angle va couper oxy et B, le point où 
l'autre côté coupe l'axe oy). On demande de prouver qu'il existe sur ox 
un point fixe A' et sur oy un point fixe B' tels que le produit AA' X ^^' 
reste constant pour toutes les positions de l'angle. On examinera le cas 
particulier où les droites ox^ oy, coïncident. 

1851. Étant donnée une droite L, on mène, de chacun de ses points 
M, deux droites à deux points fixes P et P\ Deux autres points fixes 0, et 
0', sont les sommets de deux angles AOB, A'OB', de grandeurs données et 
constants, que l'on fait tourner autour de leurs sommets respectifs de 
manière que leurs côtés OA, Q'A', soient respectivement perpendiculaires 
aux deux droites MP, M'P'. On demande quelle est la courbe décrite par 
le point d'intersection N des deux droites OA, O'A' et la courbe qui est 
décrite par le point d'intersection des deux autres côtés OB, O'B', quand 
le point M glisse sur la droite fixe L. 

18S4. Si l'on prend pour diamètre d'un cercle la portion de l'axe non 
transverse comprise entre le centre et la normale en un point quelconque 
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de la courbe, la tangente menée au cercle par ce dernier point est égal au 
demi-axe réel. - 

Résoudre, d'après cela, la question suivante : Étant donnés les deux som- 
mets et un troisième point quelconque de l'hyperbole, construire la nor- 
male en ce point. Indiquer les propriétés et les constructions analogues 
pour l'ellipse. 

1857. Étant données deux coniques C et C, on mène dans la première 
tous les systèmes possibles de diamètre conjugués et par un point de la 
circonrérence de l'autre on mène des parallèles aux diamètres de chaque 
système. Faire voir que la droite qui joint les seconds points d'intersec- 
tion de ces parallèles avec la courbe passent par un même point. 

f 8S0. Par un point donné sur l'axe d'un paraboloïde de révolution on 
mène une sécante et par les points où cette sécante rencontre la surface, 
on mène des normales à la section méridienne qui la contient ; ces nor- 
males se rencontrent en un point dont on demande le lieu. On examinera 
si tous les points de la surface font réellement partie du lieu. 

4860. On donne deux ellipsoïdes A et B. On demande le lieu des som- 
mets des trièdres dont les faces sont tangentes à l'ellipsoïde A et parallèles 
à trois plans diamétraux conjugués de B. 

i86f . Un ellipsoïde étant donné, trouver le lieu des centres des sections 
planes dont l'aire est égale à une constante donnée. 

1869. Deux paraboles de même paramètre ont leurs axes à angle 
droit; l'une d'elles est fixe, l'autre est mobile. Une corde commune AB 
passe constamment par le pied D de la directrice de la parabole fixe ; on 
demande le lieu décrit par le sommet de la parabole mobile. 

1863. Une surface du second degré de révolution pourvue d'un centre se 
meut de manière que dans chacune de ses positions elle rencontre suivant 
une circonférence de cercle, une surface du second degré fixe et donnée. 
On demande le lieu du centre de la surface mobile. 

• 

1864. On donne deux coniques ayant un même foyer et leurs axes pro- 
portionnels. Soient FA, FA, leurs rayons vecteurs minimums; on fait tour- 
ner ces rayons vecteurs autour de F, en conservant leur distance angulaire ; 
soit FC, FC, une position. En G et C'on mène les tangentes à chacune des 
coniques ; trouver le lieu de leur point de rencontre. 

i86S. Étant données deux coniques tangentes en un point 0, on leur 
mène une tangente commune OR, ainsi que les tangentes communes 
extérieures AA', BB', qui se coupent en M. Gela posé, on propose de 
démontrer que: 

1° La droite PP', qui joint les points P et P' diamétralement opposés au 
point dans les deux coniques, passe par te point M. 

20 Les droites AB, A' B', qui joignent les points de contact de chaque 
conique avec les tangentes extérieures communes, se coupent en un point 
R qui est situé sur la tangente commune OR. 

3° Les tangentes menées aux deux coniques par le point R touchent les 
courbes en des points qui sont situés sur la droite MC. 

On fera voir que, généralement, le point R ne partage cette propriété 
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avec aucun autre poiut et oa déterminera la coudition qui doit être rem- 
plie poui qu'il existe une ligne telle que les tangentes menées par chaque 
point de cette ligue aux deux coniques donnent quatre points de contact 
en ligne droite. 

1866. Démontrer que 1° les quatre points d'intersection de deux 
coniques quelconques inscrites dans un rectangle donné sont les sommets 
d'un parallélogramme dont les côtés sont parallèles à deux directions 
fixes. 

ao Trouver le lieu des points de contact des tangentes menées d'un point 
du plan à toutes les coniques inscrites dans un rectangle donné ; ou bien 
des tangentes parallèles à une direction donnée. 

3° Trouver le lieu des points de toutes ces coniques où la tangente fait 
un angle donné avec le diamètre qui aboutit au point de contact. 

1869 . Un ellipsoïde étant donné, on propose de trouver une droite L 
dans l'espace, et un point P sur l'ellipsoïde, de façon que les cônes qui 
ont pour sommet commun le point P, et pour bases les sections faites dans 
l'ellipsoïde par des plans contenant L, soient de révolution. On cherchera en 
outre, quel est le lieu des positions occupées par la droite L, lorsque le 
plus grand et le plus petit axe de l'ellipsoïde restant invariables, on fait 
varier la longueur de l'axe moyen. 

1868. On propose : 

i» De trouver le lieu géométrique des points divisant dans un rapport 
donné les portions des tangentes à une conique fixe qui sont comprises 
entre deux droites fixes. 

29 De classer méthodiquement, en s'attachant surtout aux cas généraux, 
les diverses formes que ce lieu géométrique peut affecter. 

30 De trouver les conditions que doivent remplir la conique et les deux 
droites fixes pour que le lieu géométrique demandé se décompose en 
lignes droites ou en lignes du second ordre. 

1869. On donne un cercle dont le centre est en 0, et un point P dans 
le plan de ce cercle, en dehors de la circonférence; trouver le lieu décrit 
par les foyers d'une hyperbole équilatère, doublement tangente au cercle 
et passant par le point P. 

On construira le lieu en supposant la distance PO égale au triple du 
rayon du cercle. 

1890. Deux ellipses ont leur centre en un même point et leurs axes 
dirigés suivant les mêmes droites. Déterminer le lieu d'un point tel que 
les cônes ayant ce point pour sommet commun, et les deux ellipses pour 
directrices, soieut égaux. 

1878 (*). Étant donné un prisme triangulaire droit on le coupe par des 
plans rencontrant les trois arêtes, de telle manière que les volumes des 
troncs de prisme obtenus soient dans un rapport donné : 

1° Trouver la surface engendrée par le centre de gravité de Tun des 
troncs de prisme, quand le plan sécant se déplace sans cesser de rencontrer 
les trois arêtes, 

(I) Il n'y a pas eu de concours général en 1871, 
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•2^ Trouver les eourbcô qui forment les contours de ces surfaces. 

On examinera, en particulier, le cas où le prisme donné a pour bases 
des triangles équilatéraux. 

i893. Une surface du second degré étant donnée, ainsi que deux points 
A, B, sur cette surface ; il existe une infinité de surfaces du second degré ^ 
qui sont tangentes eu A et B, à S. On propose de trouver : 

10 Le lieu géométrique des centres des surfaces S. 

30 Le lieu géométrique des points de contact de ces surfaces avec les 
plans tangents qu'on peut leur mener parallèlement à un plan donné. 

30 Le lieu géométrique des points de contact de ces surfaces avec les 
plans tangents qu'on peut leur mener par une droite donnée. 

1894 (Paris), Démontrer que la forme la plus générale d'un polynôme 
entier F (x) satisfaisant aux relations : 

V{i-x)^V{x). F 1-1 = ^ 

^ ' ^ \.x_\ x"' 



est : 



+\,{x'—x+ ip''--\x'-xy-{- . . . -^\„{acr-xf \ 

Py q, n désignant des nombres entiers, et Ao, Ai, A2,..' A des constantes 
quelconques. 

1894 {Départements). Si l'on considère la fonction e^^ de la variable x 
et que Ton en prenne les dérivées successives, on reconnaît que la dérivée 

de Tordre n est égale au produit de la fonction e^^'par un polynôme 
entier en x que l'on représentera par ç„ {x). ^ 

10 Démontrer que les polynômes ç (x) satisfont aux relations suivantes : 

?« (^) ^ - 2a:9,,_4 (x) — 2 (n - 1) 9^.^ (^) ^ 
?« (a) = — '^^9n (^) -+- 2?i?„ (a?) = o . 

2o Calculer les coefticients du polynôme 9,, (x) ordonné suivant les puis- 
sances de X, 

18*95. Étant donnés un ellipsoïde, un plan P, et un point A dans ce 
plan ; trouver le lieu des sommets des cônes circonscrits à l'ellipsoïde et 
tels que la section de chacun de ces cônes, par le plan P, admette pour 
foyer le point A. 

1896. Étant donné un parallélipipède on considère trois arêtes, qui 
n'ont pas d'extrémités communes et les deux sommets non situés sur ces 
trois arêtes: 
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1» Trouver l'équation du lieu d'une courbe plane du second degré, pas- 
sant par ces deux points et s'appuyant sur les trois arêtes. 

2^ Chercher les droites réelles situées sur la surface. 

30 Etudier la forme des sections faites dans la surface par des plans 
parallèles à l'une des faces du parallélipipède. 

487*7. Rechercher les surfaces S du second degré sur lesquelles existe 
une droite D telle que l'hyperboloïde de révolution H qui a pour axe une 
génératrice quelconque G, de la surface S, et du même système que D, et 
qui passe par la droite D, coupe orthogonalement la surface S en tous les 
points de cette droite. 

Si l'on considère tous les hyperboloïdes H qui se rapportent à une même 
surface S, jouissant de la propriété énoncée : 

i» Trouver le lieu des sommets A et celui des foyers F des hyperboloïdes 
H' conjugués des hyperboloïdes H; 

20 Par l'un des foyers F de l'hyperboloïde H', on mène un plan P pa- 
rallèle à la perpendiculaire commune aux deux droites G et D, et faisant, 
avec cette dernière, un angle supplémentaire de celui que fait, avec cette 
même droite, l'axe G de l'hyperboloïde H ; trouver le lieu de la droite qui 
joint le point où le plan P coupe la droite D à Tun des points où ce plan 
coupe la courbe d'intersection de la surface S et de l'hyperboloïde H. 

1878. Les droites A'OA, fi'OB, C'OC sont trois axes de coordonnées 
rectangulaires ; on suppose OA' = OA = a, OB' = OB = 6, OC = OC = c. 
Déterminer : 

10 Le lieu des axes de révolution des surfaces de révolution du second 
degré qui passent par les six points A, A', B, B', C, C. 

20 Le lieu des extrémités D de ces axes. 

On construira la projection du lieu des points D sur le plan AOB, en 
supposant a> c> à et l'on partagera la courbe eu arcs tels que chacun 
d'eux corresponde à des surfaces de même espèce. 

i879. Ou donne une hyperboloïde à une nappe et un point dans le 
plan du cercle de gorge. Par ce point on mène une droite parallèle à une 
génératrice de la surface. Cette droite est l'axe d'un cylindre de révolution 
qui passe par la génératrice de l'hyperboloïde. Trouver l'équation de la 
projection sur le plan des xy do l'intersection des deux surfaces. La pro- 
jection a un point double dont on demande le lieu lorsque la droite varie. 

t880. Sur une courbe donnée du troisième degré, ayant un point de 
rebroussement 0, on considère une suite de points 



_„ > ^^^n—i)^ • ' • • y "^—i» — i' ^oi A.I y A,2y . . . . , A^^_j , A^^ 



j 



tels que la tangente en chacun de ces points rencontre la courbe au point 
suivant : 

10 Étant données les coordonnées du point Ao, on propose de trouver 
les coordonnées des points A _„ A^, , et de déterminer les limites vers 
lesquelles tendent ces points quand l'indice n augmente indéfiniment. 

a'* On demande le lieu décrit par le p>*emier point limite, lorsque la 
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courbe du troisième degré se déforuie en couservaut le même point de 
rebroussement 0, la même taugeate eu ce poiat, et en passant constam- 
ment par trois points fixes P, Q, R. 

30 On étudiera comment varient les points d'intersection de ce lieu et 
les côtés du triangle PQR^ quand les sommets de ce triangle se déplacent 
sur des droites passant par 0. 

1881. Trouver le lieu des points tels que les pieds des six normales 
qu'on peut mener de l'un quelconque d'entre eux à un ellipsoïde donné, 
à trois axes inégaux, se séparent en deux groupes de trois points dont 
les plans respectifs soient parallèles entre eux. 

Montrer que, si l'on se donne un point P du lieu, la solution de ce pro- 
blème « mener du point P les normales à lellipsoïde » dépend de la 
résolution de deux équations du troisième degré. 

Discuter ces équations. 

188!2. Par un point quelconque P pris dans le plan d'une parabole donnée, 
dont le sommet est en 0, on mène à cette courbe trois normales qui la ren- 
contrent aux points A, B, C. Les longueurs PA, PB, PC, PO étant représen- 
tées respectivement para, 6, c, /; on demande de former l'équation du 
troisième degré dont les racines sont U — a*, /• -— 6*, l* — c*, et d'indiquer 
les signes des racines d'après la portion du point P dans les diverses 
régions du plan. 

1883. D'un point P pris sur une normale en unpoint Ad'unparaboloïde 
elliptique, on peut mènera la surface quatre autres normales ayant pour 
pieds B, C, D, et E; i» on demande de trouver l'équation de la spbère S 
passant par les quatre points B, C, D, et E ; 29 de trouver le lieu des cen- 
tres 1 de la sphère S quand le point P se déplace sur la normale au point 
A, ainsi que la surface engendrée par la droite PI. 

1884. Par le centre d'une ellipsoïde donné, on mène trois diamètres 
conjugués quelconques ; et, par les points où ces droites rencontrent la 
sphère circonscrite au parallélipipcde formé par les plans tangents au 
sommet de l'ellipsoïde, on fait passer des plans ; 1° trouver le lieu des 
pieds des perpendiculaires abaissées d'un point donné P sur ces plans 
variables ; 2° ce lieu est une surface du quatrième ordre dont l'équation 
peut être ramenée à la forme suivante : 






{a* -h j/' + 2')* + ^kx' + 4 Ay + 4A V + 8Ca; 4- HC'y + SC 

+ 4D = o; 

trouver toutes les sphères telles que chacune d'elles coupe la surface sui- 
vant deux cercles ; 3° ces sphères forment cinq séries parmi lesquelles deux 
ne sont pas distinctes. Démontrer que les sphères de la série double passent 
toutes par un môme point, et trouver le lieu de leurs centres. Démontrer 
que les sphères de chacune des trois autres séries coupent respectivement 
à angle droit des sphères fixes Sj, S2, S3. Trouver le lieu des centres des 
sphères de ces trois séries. 
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ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 



COMPOSITION DE MATHËMATJQUES 



1870. Par Taxe transverse d'une hyperbole donnée, on mène un plan P 
faisant un angle a avec le plan de la co irbe, puis dans le plan P, une 
droite OZ, perpendiculaire à cet axe transverse. 

Trouver Téquation de la surface de révolution décrite par la rotation de 
rhyperbcle autour de OZ. 

Ck)nstruire la section méridienne de la surface, en supposant i<> l'hyper- 
bole équilatcre ; 30 la droite OZ menée parTun des sommets delà courbe; 
3o laogle a égal à fp degrés. 

1879 (i ). Par un point fixe A, pris sur une surface du second degré 
donnée, on mène tous les plans qui coupent la surface suivant des courbes 
dont Fun des sommets est en A: 

1° Trouver le lien de celui des axes de la section qui passe par le 
point A ; 

3° Trouver le lieu du point où le diamètre conjugué du plan sécant, re- 
lativement a la surface donnée, rencontre le plan tangent à. cette surface 
au point A ; 

S*" Construire ce dernier lieu dans le cas où le plan tangent en A coupe 
la surface donnée suivant deux droites rectangulaires. 

i873. Étant donnés une ellipse A et un point P dans son pian, de co 
point P on mène des normales à Fellipse A et Ton considère la conique B 
qui passe par le point P et les pieds des quatre normales : 

lO Trouver les coordonnées du centre de cette conique B et celles de 
ses foyers. 

30 Trouver le lieu G du centre et le lieu D des foyers de la conique B, 
lorsque Tcllipse A varie de manière que ses foyers restent fixes. 

30 Trouver le lieu des points d'intersection du lieu D et de la droite OP 
lorsque le point P décrit un cercle de rayon donné et ayant pour centre le 
centre de l'ellipse A. 

- 18*74. 1° Par les trois sommets d'un triangle rectangle on fait passer 
«l^'s paraboles. On mène à ces paraboles des tangentes parallèles à l'hypo- 
ténuse du triangle donné. On demande le lieu des points de contact. 

3° Le lieu cherché est une conique qui coupe chacune des paraboles en 
quatre points. On demande le lieu décrit par le centre de gravité du 
triangle formé par les sécantes communes^qui ne passent pas par l'origluc. 



1. Il n'y a pas eu <lc loncours eu 1871. 

De L. Tomk III. 26 
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1875. On considère une infinité d'ellipses semblables entre elles ayant 
un sommet fixe et la même tangente en ce point ; on demande le lieu 
des pieds des normales menées, d'an point fixe P, à ces ellipses. 

On construira le lieu, dans le cas particulier où OP est incliné de ^b de- 
grés sur la tangente fixe donnée et en supposant, successivement^ que 

le rapport des axes des ellipses considérées est égal à \/3 ou égal à a. 

1876. On considère toutes les paraboles tangentes à deux droites 
rectangulaires ox, oy^ et telles que la droite PQ, qui joint leurs points 
de contact P et Q avec les deux droites, passe par un point fixe donné. 

1^ On demande le lieu du point d'intersection de la normale en P à l'une 
de ces paraboles avec le diamètre de la même courbe passant en Q. 

2<> On demande de déterminer le nombre des paraboles réelles qui passent 
par un. point quelconque du plan. 

3° On demande l'équation du lieu des points de rencontre de deux para- 
boles satisfaisant aux conditions proposées et dont les axes font un angle 
donné. 

On construira ce lieu dans le cas où l'angle donné est un angle de 
45 degrés et où le point À est sur la droite ox, 

1877. On considère toutes les coniques circonscrites à un triangle ABC 
rectangle en A, et telles que les tangentes en B et C à ces coniques aillent 
se couper sur la hauteur du triangle. On demande : 

1^ Le lieu du point de concours des normales en B et]C à ces coniques ; 

1'^ Le lieu du centre de ces coniques : on distinguera les points du lieu 
qui sont centres des ellipses, de ceux qui sont centres des hyperboles ; 

30 Le lieu des pôles d'une droite quelconque D. Ce lieu est une conique. 
On considère toutes les droites D pour lesquelles cette coniqne est une 
parabole et l'on demande le lieu des projections du point A sur ces droites. 

1878. On donne une conique et deux points fixes A et B sur cette 
courbe. Une circonféreni'.e quelconque passant par les deux points A et B 
rencontre la conique en deux autres points variables G et D ; on mène les 
droites AC, BD qui se coupenten M, lesdroites AD, BC qui se coupent en N. 

Déterminer: 

1° Le lieu des points M et N ; 

2° Le lieu des points de rencontre de ia droite MN avec la circonférence 
à laquelle elle correspond* 
On construira les deux lieux. 

1879. Étant donné un tétraèdre OABC défini par l'angle trièdre et les 
longueurs 4^, 4^» 4<^ ^^^ tï'ois arêtes OA, OB, OC. 

v° Démontrer que l'ellipsoïde qui admet pour diamètres conjugués les 
trois droites qui joignent les milieux des arêtes opposées deux à deux, 
est tangent aux six arêtes du tétraèdre. 

20 Trouver l'intersection de cet ellipsoïde et de l'hyperboloïde engendré 
par une droite mobile qui s'appuie sur les trois droites : 

La première tnenée par le milieu de OA parallèlement à OB^ 
La' deuxième » » OB » OC, 

La troisième i> ^ OC »> OA. 
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Par chacun des points où la droite mobile rencontre la surface, on mène 
un plan parallèle au plan tangent à Tellipsoïde à l'autre point. 

Démontrer que ces .plans passent par le centre to et trouver le lieu décrit 
par l'intersection de ces deux plans. • 

1880. Étant donné un paraboloïde hyperbolique, on considère une 
génératrice rectiligne A de cette surface et la génératrice B du même 
système qui est perpendiculaire à la première ; par les points a et 6 où 
ces droites sont rencontrées par leur perpendiculaire commune passent 
deux génératrices rectilignes A' et B' do l'autre système; soient a' et b' les 
points où les deux droites A' etB' sont rencontrées par leur perpendiculaire 
commune. 

1° Trouver le lieu des points a et 6, et celui des points a' et 6', quand la 
droite A décrit le paraboloïde. 

a° Trouver le lieu du point de rencontre des droites A et B', ou A' et B. 

3o Calculer le rapport des longueurs a' 6' et a b des perpendiculaires 
communes, et étudier la variation de ces longueurs. 

1881. On considère la courbe 

272/* = ix\ 

ï^ On demande la condition à laquelle doivent satisfaire les paramètres 
m et n pour que la droite y = mx'\* n soit tangente à cette courbe. 

a® On demande le lieu des points d'où Ton peut mener à la courbe pro- 
posée deux tangentes parallèles à deux diamètres conjugués de la conique 
représentée par l'équation 

X* -}-y* -h ^axy — B . 

3° Par un point A pris sur la courbe on mène des sécantes coupant cette 
courbe en deux points variables M et M'. On demande le lieu du milieu du 
segment M M'. Discuter la forme de ce lieu et indiquer les arcs qui répon- 
dent à des sécantes pour lesquelles les points MM' sont réels. 

18812. Soit un point fixe donné P ayant pour coordonnées a et 6 par 
rapport à deux angles rectangulaires 0.?;, 0?/, et noient A et B les pieds des 
perpendiculaires abaissées du point P sur ces deux axes. On considère les 
courbes du second ordre tangentes aux deux axes en ces points A et B; du 
point P on mène à chacune de ces courbes deux normales variables 
PM, PM'. 

1° Déterminer l'équation de la droite MM' qui joint les pieds des uor- 
maies variables, et démontrer que cette droite passe par un point fixe. 

2° Déterminer l'équation de la courbe C lieu des points M et M'. Cons- 
truire la courbe C, dans l'hypothèse a -: a 6, au moyen de coordonnées 
polaires ayant le point pour pôle. 

1883. (V. Géom. plane; p. 635.) 

1884. a et 6 désignant les coordonnées rectilignes rectangulaires d'au 
point M, quelle est pour chaque position de ce point la nature des racines 
de Téquation 

3/* 4- Bat' — 126^' -f 46 =- o ? 
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On construira, en particulier, le lieu des positions du point M pour les- 
quelles l'équation admet une racine double, en calculant les coordonnées 
d'un point du lieu en fonction de cette racine. 



ÉCOLE CENTRALE 



f880. {Première session.) Soient ox, oy, deux axes rectangulaires et 
sur oo; un point A, sur oy un point B. On mène par le point A une droite 
quelconque AR, de coefficient angulaire m. 

1° Former l'équation de l'hyperbole H qui est taugente à l'axe ox au 
point 0, qui passe par le point B, et pour laquelle AR est une asymptote. 

2» On fait varier m et on demande le lieu décrit par le point de ren- 
contre de la tangente en B à l'hyperbole H et de l'asymptote AR. 

3° On considère le cercle circonscrit au triangle AOB ; ce cercle coupe 
l'hyperbole H aux points et B, et en deux autres points P et Q. For- 
mer l'équation de cette droite PQ ; puis, faisant varier m^ trouver succes- 
sivement les lieux des points de rencontre de cette droite PQ avec les 
parallèles menées par le point o, soit à l'asymptote AR, soit à la seconde 
asymptote de l'hyperbole H. 

1880. (Deuxième session.) 1° Écrire l'équation générale des paraboles 
passant par deux points donnés A et B et dont les diamètres ont une 
direction donnée. 

2^ Donner l'expression des cordonnées du sommet et du foyer de ces 
paraboles. 

3° On mène à chaque parabole une tangente perpendiculaire à la droite 
AB, trouver le lieu des points.de contact et construire ce lieu. 

fl88â. {Première session,) Soit a*y* -|- b*x* = a*b* l'équation d'une 
ellipse rapportée à son centre et à ses axes ; soient a, et ^, les coor- 
données d'un point P situé dans le plan de cette ellipse. 

lo Démontrer que les pieds des normales menées à cette ellipse par le 
point P sont situés sur l'hyperbole représentée par l'équation 

c*xy -h b^?iX — a*OLy jz o , 

dans laquelle c* = ar^b*» 

2° On considère toutes les coniques qui passent par les points A, B, G, D, 
communs à l'ellipse proposée et à cette hyperbole ; dans chacune d'elles ou 
mène le diamètre conjugué à la direction OP et on projette le point sur 
ce diamètre : trouver le lieu de cette projection. 

3° Par les points A, B, G, D, on peut faire passer deux paraboles: trouver 
le lieu du sommet de chacune d'elles quand le point P se meut sur une 
droite de coefficient angulaire donné m, menée parle point 0. 

On examinera le cas particulier où w =r — et celui où m = — — . 
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. {Seconde session.) On donne, une parabole {y*= 2 px) rapportée à 
son axe et à son sommet et un point P (a, 6} dans le plan de la courbe. 

lo Démontrer que, du point P, on peut en général mener trois nor- 
males à la parabole : former l'équation du troisième degré qui donne les 
ordonnées des pieds A, B, G de ces normales. 

20 Démontrer que chacune des deux courbes 

xy+ip — oc) y — joP =: o , 
y* -h 23?* — Py — 20iX -=■ o 

passe par les quatre points A, B, G, P, et trouver l'équation générale de 
toutes les coniques passant par ces quatre points. 

3° Ghacune de ces coniques coupe la parabole donnée aux trois points 
fixes A, B, G, et un quatrième point D, trouver les coordonnées du point D. 

4° Par le sommet de la parabole donnée, on imagine deux droites paral- 
lèles aux asymptotes de l'une quelconque des coniques précédentes ; on 
mène la droite joignant les points d'intersection de ces deux droites avec 
la conique, et on la prolonge jusqu'à sa rencontre avec la parallèle DD' 
menée à Taxe de la parabole par le point D. 

Former et discuter l'équation du lieu de ce point de rencontre. 

X* V* 

1888. (Première session.) So\i-^ -j-^g = 1, l'équation d'une ellipse rap- 
portée à son centre et à ses axes, et soient a et ^ les coordonnées d'un 
p< int P situé dans le plan de Tellipse. 

Former l'équation générale des coniques qui passent par les points de 

contact M et M' des tangentes menées du point P à l'ellipse et par les 

points Q et Q' où cette ellipse est rencontrée par la droite qui correspond à 

ax Sw 

l'équation -r — rr + 1^ = 0. 

a* b* 

Disposer du paramètre (i et de l'autre paramètre variable qae contient 
l'équation générale, de manière qu'elle représente une hyperbole équila- 
tère passant par le point P. 

On fait mouvoir le point P sur la droite représentée par l'équation 
a? + y = /, et l'on demande : 

1° Le lieu décrit par la projection du centre de l'ellipse sur QQ' ; 

20 Le lieu décrit par le point de concours des cordes MM' et QQ'. 

Démontrer que ce dernier lieu passe par deux points fixes, quel que 
soit /, et déterminer ces points. 

Ghercher pour quelles valeurs de / ce lieu se réduit à deux droites, et 
déterminer ces droites. 

1888. — Seconde session. On donne dans un plan deux axes de coor- 
données rectangulaires, Oa;, Oy, et deux points H et H', le premier défini 
par ses coordonnées a et 6, et le second symétrique du premier par rapport 
au point 0. Par ce dernier point on mène une droite indéfinie DOE, 
formant avec Taxe Ox un angle DOa; = 0, on projette les points H et H' 
sur cette droite en A, h\ On projette le point h en u sur l'axe Oa;, et le 
point M en Mj sur la droite DOE; on projette le point h en v sur Taxe Oy, 
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et le point v en Vi sur la droite DOE; toutes ces projections sont ortho- 
gonales. Enfin, sur la longueur Ui Vi comme hypothénuse, on construit 
un triangle lectangle Ui vt S, en menant U|S parallèle k Ox^ et t'iS pa- 
rallèle à Oy. Gela posé, on demande : 

1° De trouver les coordonnées du point S, en fonction des trois cons- 
tantes a, bf 6 ; 

2° D'écrire l'équation d'une parabole ayant le point S pour sommet et 
la droite DOE pour directrice ; 

30 De démontrer que le lieu des foyers de toutes les paraboles, en faisant 
varier l'angle 6, se compose d'un système de deux circonférences de cercle : 

4<> De démontrer que toutes ces paraboles sont tangentes aux axes de 
coordonnées ; 

50 De démontrer que les cordes de leurs contacts avec ces axes se croi- 
sent en un même point. 

18S8. (V. Géom. plane, p. 634). 

1884. {Pfwiière session.) On donne l'équalion aV — 6*jî* + a*6* = o 
d'une hyperbole rapportée à son centre et à son axe, et l'équation 
y —Kx = o d'une droite menée par le centre de cette hyperbole. 

I. P'ormer l'équation générale des coniques qui passent par les points 
réels ou imaginaires communs à l'hyperbole et à la droite donnés, et qui 
de plus sont tangentes à l'hyperbole en celui des deux sommets de cette 
hyperbole qui est situé sur la partie positive de l'axe des x. Discuter cette 
équation générale et reconnaître la nalure des coniques qu'elle peut re- 
présenter. 

II. Trouver le lieu des centres des coniques représentés par Téquation 
générale précédente. Ce lieu est une conique A, chercher un nombre de 
points et de tangentes suffisant pour déterminer géométriquement cette 
conique A. 

ni. Trouver le lieu des points de contact des tangentes menées à la 

conique A, parallèlement à la droite de coefficient angulaire - , quand 

ce 

on fait varier K. — On vérifiera que l'équation de ce dernier lieu, qui est 
du troisième degré, représente trois droites. 



AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 



i859. Trouver le lieu géométrique des points dont les distances à deux 
droites données (non situées dans un même plan) ont entre elles un rapport 
constant. 

Quelles sont les surfaces du second degré auxquelles s'applique ce mode 
de génération, et quelle est la situation des deux- droites à l'égard de ces 
surfaces ? 

i860. Trouver et discuter l'équation de la surface engendrée par une 
parabole du second degré qui se meut parallèlement à elle-même, de 
manière que, dans chacune des positions de son plan, elle rencontre en 
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deux points une autre courbe du second degré fixe et donnée en dehors 
de ce plan. 

1861. Étant donné un triangle ÂBG et un point P situé dans son plan, 
on mène par ce point une droite quelconque qui rencontre les côtés du 
triangle ou leurs prolongements en A', B', C; puis on prend sur cette 
droite un point M tel que Ton ait 



PB'-t- MB' _ A'C 



On demande le lieu géométrique du point M. 

On s'assurera d'abord que l'équation du lieu contient un facteur linéaire. 

18611^. Étant données deux droites non situées dans un même plan, on 
fait passer par ces droites un paraboloïde hyperbolique, auquel on mène 
un plan tangent parallèle à un plan fixe et donné. On demande le lieu du 
point de contact. 

1863. Trouver le lieu d'une droite s'appuynnt sur un cercle et sur 
deux droites fixes qui rencontrent le cercle. Dans quel cas les plans qui 
passent par une génératrice et par les deux droites fixes sont-ils constam- 
ment rectangulaires ? Trouver dans ce cas les secondes sections circulaires 
de la surface. 

1864. Sur le grand axe d'une ellipse, on décrit un cercle dans lequel 
on trace deux rayons OP, OQ faisant entre eux un angle constant : on 
projette P et Q en D et E sur l'ellipse : en D on élève perpendiculairement 
au plan de l'ellipse une droite de longueur constante h dont on joint 
l'extrémité au point £; lieu de cette dernière droite, quand l'angle cons- 
tant POQ tourne autour de son sommet. 

1865. Étant donnée une sphère, dont le rayon sera pris pour unité, et 
un cylindre droit ayant pour base une ellipse de même centre que la 
sphère, et dont les axes seront représentés par les constantes sin, a et 
sin, 6, démontrer : i° qu'il existe sur la sphère deux points F et F' tels 
que la somme des arcs de grands cercles MF et MF', aboutissant & un 
point quelconque M de la courbe d'intersection, est constante; 2^ que ces 
deax arcs font des angles égaux avec la tangente au point M. 

Construction graphique des deux points F et F'; examen du cas parti- 
culier où la somme MF -4- M F' est égale à une demi-circonférence de 
grand cercle. 

1866. 1. — On donne deux paraboloïdes hyperboliques, semblables, 
semblablement placés et ayant le même axe principal. On mène & l'une 
de ces surfaces des plans tangents qui coupent l'autre suivant des hyper- 
boles équilatères; on demande le lieu des points de contact de ces plans. 

II. — Présenter géométriquement (dans la partie du cours relative aux 
courbes usuelles) les propriétés principales des diamètres conjugués et 
des cordes supplémentaires de l'ellipse. 

1867. Une ellipse et une droite étant données dans un même plan, on 
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propose de troayer le lieu des points tels que les tangentes menées de 
chacun d'eux à Tellipse interceptent sur la droite une longueur constante. 

1868. Étant données dans un plan deux paraboles du deuxième degrô, 
on les fait tourner autour de leurs sommets supposés fixes, de manière 
que, dans chacune de leurs positions, leurs quatre points d'intersection 
soient sur une circonférence, et Ton demande le lieu du centre de cette 
circonférence. 

f 869. On donne une série de surfaces du second ordre, homofocales 
et à centre : d'un point fixe P, pris dans l'un de leurs plans principaux, 
on abaisse des normales sur ces diverses surfaces, et l'on demande : 

1» De trouver et de construire le lieu des pieds de ces normales; 
■2° De déterminer l'enveloppe des plans tangents menés aux surfaces par 
1p8 pieds des normales. 

1871 (^). On donne trois points fixes Â,B,C: on demande de trouver le 
lieu des centres des ellipsoïdes de révolution pour lesquels ces trois points 
fixes sont les extrémités de trois diamètres conjugués. 

i81S. On donne deux droites fixes A et A' qui ne se rencontrent pas; 
par ces deux droites on fait passer des surfaces (S) du second ordre, pour 
lesquelles la somme des carrés des longueurs algébriques des axes ainsi 
que le produit de ces mêmes longuejirs sont des quantités constantes et 
données. 

lo Trouver le lieu des centres des surfaces (S). 

2° Considérant une quelconque des surfaces (S) et le centre I de cette 
sur&ce, on mène par le point 1 une droite rencontrant les deux droites 
fixes en D et D'; calculer la distance DD'« 

39 Par les points D et D', on mène des plans respectivement perpendi- 
culaires aux droites A et A'; trouver le lieu des intersections de ces plans. 

1873. On donne un hyperbololde à une nappe, sur lequel un prend 
une génératrice déterminée G. En un point quelconque P de cette généra- 
trice, on mène la normale & la surface ; on suppose que cette normale, 
considérée comme un rayon incident, se réfléchit, suivant la loi connue, 
sur le plan de l'ellipse de gorge. On demande : i° la surface engendrée 
par le rayon réfléchi, lorsque le point P se déplace sur la génératrice G ; 
2° l'enveloppe des sphères ayant pour centre le point d'incidence et pour 
rayon la distance du point d'incidence au point P. 

i874. On donne une ellipse et une hyperbole homofocales ; on imagine 
une conique quelconque G, doublement tangente à chacune des coniques 
données. On demande de trouver et de discuter le lieu des points de ren- 
contre des tangentes à Tellipse et à l'hyperbole aux points où ces courbes 
sont touchées par la conique variable G. 

1875. A un ellipsoïde donné on circonscrit une série de surfaces du 
second ordre S, la courbe de contact étant l'intersection de lellipsoïde par 



1. Il n'y a pas en de concours en 1870. 
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un plan fixe P. On circonscrit ensuite à chaque surface S un cône ayant 
pour sommet un point donné A : 

i*> Trouver le lieu des courbes de contact des cônes et des surfaces S : 

2^ Classer les surfaces qui forment le lieu, quand on suppose le plan P 
fixe et le point A mobile dans Tespace. 

{On déterminera^ pour chacune des variétés du lieu, les surfaces gui limi- 
tent les régions de V espace où se trouve alors le point A.) 

48V6. On donne une parabole P et un point H dont la projection ortho- 
gonale sur le plan de la parabole se fait au sommet de cette parabole : 

1® Trouver l'équation générale des surfaces de révolution du second 
ordre qui passent par la parabole P et par le point H. 

20 Déterminer le nombre de celles de ces surfaces dont Taxe passe par 
un point A donné dans le plan Q, qui contient le point H et l'axe de la 
parabole P. 

Classer les mêmes surfaces quand le point A se meut dans le plan Q. 

189*9. On donne un ellipsoïde et un point A : 

1° Trouver un point B tel que, en menant par ce point un plan guel- 
congue P, la droite AB soit toujours l'un des axes du cône qui a pour 
sommet le point A et pour base la section de l'ellipsoïde par le plan P. 

20'Le problème a, en général, trois solutions : trouver pour quelles posi- 
tions du point A le nombre des solutions devient infini. 

3° Le point A restant fixe, on suppose que l'ellipsoïde se déforme de 
façon que les trois sections principales conservent les mêmes foyers, et 
l'on demande le lieu que décrit alors le point B. 

1878. On donne une sphère S, un plan P et un point A ; par le point 
A, on mène une droite qui rencontre P en un point B ; puis sur AB comme 
diamètre on décrit une sphère W ; le plan radical des sphères S et S' 
rencontre la droite AB en un point M. 

10 Trouver le lieu décrit par le pointM quand la droite AB tourne autour 
du point A. 

2^ Discuter le lieu précédent, en supposant que le point A se déplace 
dans l'espace, le plan P et la sphère S restant fixes. 

1879. On donne un hyperboloïde à une nappe et un point A. On consi- 
dère un paraboloïde circonscrit à l'hyperboloïde et tel que le plan P delà 
courbe de contact passe par A'. Soit M le point d'intersection de ce para- 
boloïde avec celui de ses diamètres qui passe par A ; soit Q le point de 
rencontre de P avec la droite qui joint le point M au pôle du plan P, par 
rapport à l'hyperboloïde. 

Le plan P tournant autour de A, on demande : 

jo Le lieu du point M ; 

20 Le lieu du point Q. Ce second lieu est une surface du second degré S, 
que l'on discutera en faisant varier la position du point A dans l'espace ; 

3o Le lieu des positions que doit occuper le point A, pour que S soit de 
révolution, 

1880. On donne un ellipsoïde et Ton considère un cône ayant pour 
base la section principale de l'ellipsoïde perpendiculaire à l'axe mineur ; 
ce cône coupe l'ellipsoïde suivant une seconde courbe située dans un planQ. 
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i<> Le sommet du côue se déplaçant dans un point donné P, trouver le 
lieu décrit par le pôle de R, par rapport à relUpsoïde. 

s° Ce lieu est une surface du second degré ^ ; on demande de détermi- 
ner les positions du plan P pour lesquelles le cône asymptote de X a trois 
génératrices parallèles aux axes de symétrie de rellipstoîde. 

30 Le plan P se déplaçant de façon que ^ satisfasse aux conditions pré- 
cédentes, trouver le lieu des foyers des sections faites dans ces surfaces 2^ 
par un plan fixe R perpendiculaire à l'axe mineur de Tellipsoïde. 

4^ Trouver la surface engendrée par la courbe, lieu de ces foyers, quand 
le plan R se déplace, parallèlement à lui-même. 

i88f . On donne un ellipsoïde. On considère des droites D telles que si 
par chacune d'elles on mène des plans tangents à relUpsoïde, les normales 
aux points de contact, M et M', soient dans un même plan. 1° Démontrer 
que la droite D et la droite des contacts MM' sont rectangulaires; 2^ trou- 
ver le lieu des droites D qui passent par un point donné A ; 3o ce lieu est 
un cône du second degré ; trouver le lieu des positions du point A pour 
lesquelles ce cône est de révolution; 4^ trouver l'enveloppe C des droites 
D qui sont contenues dans un plan donné P, et trouver la surface S engen- 
drée par G quand P se déplace parallèlement à un plan donné Q; 5» trou- 
ver pour quelle direction de Q la surface S est de révolution. 

i88!2. On donne une ellipse et un point P dans son plan: 

i<> Trouver le nombre des cercles osculateurs à Tellipse tels que chacune 
des cordes communes à Tellipse et à ses différents cercles passent par le 
point P ; 

2° Trouver pour chacune des positions du point P combien de ces cer- 
cles sont réels ; 

3<' Démontrer que les points de contact de Tellipse et des cercles oscula- 
teurs sont sur un même cercle C ; 

4° Trouver l'enveloppe E des cercles G, quand le point P décrit l'ellipse 
donnée ; 

50 La courbe E peut être considérée comme l'enveloppe d'une série de 
cercles qui coupent à angle droit un cercle fixe et dont les centres sont 
une conique. Chercher de combien de manières différentes est susceptible 
ce mode de génération. 

1883. (V. Géom. plane j p. 635.) 

1884. On donne une ellipse et une hyperbole situées respectivement 
dans deux plans rectangulaires P, Q et pour chacune desquelles la droite 
dMntersection des plans P et Q est un axe de symétrie. 

10 On considère tous les plans R tangents à la fois à l'ellipse et à l'hy- 
perbole et l'on propose de démontrer qu'il existe une infinité de surfaces 
du second ordre S tangentes à. la fois à tous les plans R. 

2« Trouver le lieu des centres des surfaces S et déterminer la nature 
de chacune de ces surfaces^ suivant la position occupée par sou centre. 

30 Trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour que les surfaces 
S soient homofocales. 

FIN 
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ERRATA 

Page :28, ligne 8. — Remplacez Texposant 3 par Texposaut 2. 

— 33 — \. — Au lieu de (^,ri,Ç,v), lisez (Ç,y),Ç,t). 

— 3o — 1. — ^M lieu de équatiou, lisez équations. 

— 33 — 9. — (En remontant}, ^u lieu de équation, /t>ez équations. 

— 89 — 1 3 et 1 5. — Remplacez les indices x,yfZ, respectivement 

par X, Y, Z. 

— 93 — 8. — (En remontant). Au lieu de f=zo; lisez /* =0. 

— J29 — 7. -— (En remontant). Au lieu de A'C, lisez AC. 

— j49 — 7* -^ Au lieu de est connue, soient; lisez est connue. 

Soient. 

_ ,98 _ n. —Au lieu de (A— S) (A' -S), Usez (A — S), (A'— S). 

— 206 — Ji. — (En remontant). Au lieu de '"S, lisez S'»'. 

— 216 — 10. — (En remontant). Au lieu de correspondent^ lisez 

correspond. 
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